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Lo scopo di questa tesi é la presentazione della risoluzione dei 94 esercizi proposti nel
libro di Manfredo P. Do Carmo intitolato Differential forms and applications (vedi
[DoCDF] in bibliografia). La tesi ¢ suddivisa in sei capitoli, ciascuno corrispon-
dente ad un capitolo del libro. Per rendere il materiale pitt autocontenuto possibile
all’inizio di ogni capitolo vengono richiamati le definizioni e gli enunciati necessari

allo svolgimento degli esercizi stessi.
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CAPITOLO 1

Forme differenziali in R".

In questo capitolo introdurremo la nozione di forma differenziale in R™, la nozione di
prodotto esterno ed altre operazioni utili. A partire da queste svilupperemo poi la
teoria delle forme differenziali sulle varieta differenziabili. Introduciamo anzitutto

le nozioni fondamentali della teoria.

1.1. Definizioni e teoremi sulle forme differenziali in R™.

1.1.1. Definizione di forma differenziale.

DEFINITION 1.1. Sia V un K—spazio vettoriale, con K un campo. Si dice k-forma,
o forma di grado k, su V, una qualsiasi funzione:

k

Y H V= K: (v1,.08) = o(v1, ..., VL),
i=1

dove con []_, V si indica il prodotto di V per se stesso n-volte. Una k-forma &
detta k-lineare se ¢ lineare in ciascuno dei suoi argomenti, mentre ¢ detta alternata,

se e solo se dato i € {1,...,k — 1}, si ha:

QO('Ul, ey Uy Ui, "'7Uk) = —<P(U1> ey Vi1 Uy oeey Uk))

ovvero scambiando due argomenti consecutivi' la forma cambia segno®. L’insieme
delle forme k-lineari ed alternate su V ¢ denotato A¥(V). Un elemento di questo

insieme & detto forma esteriore di grado k.

LSi noti che questo ¢ equivalente a dire che una permutazione pari degli indici degli argomenti
lascia invariato il risultato, mentre una dispari ne cambia il segno.
211 cambio di segno € inteso come passaggio all’inverso additivo nel campo K.

5
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Vediamo ora un’altra importante definizione riguardante gli spazi vettoriali.

DEFINITION 1.2. Sia V un K-spazio vettoriale, il duale di V, é 'insieme V* delle
forme lineari, ovvero le 1-forme lineari, su V. Introducendo su V* le seguenti
operazioni:

+: VXV 5V (p,0) = (0 + ),
KX VTSV (A e) = A,

con (p+v):V=>K:ive o) +9¥w),edp: V= K: v Ap(v). Allora la
quaterna (V, K, +,-) ¢ un K spazio vettoriale della stessa dimensione di V.? Infine
data una base {e;} di V e una base {¢,} di V*, diremo che una ¢ la duale dell’altra

se e s0lo se @;(e;) = &7, per ogni i e per ogni j.

Consideriamo delle forme ¢ e 1, di grado rispettivamente k e h, su R", costruiremo
ora un’operazione, detta prodotto esterno, che ci permettera di ottenere da queste
due una forma £ di grado h + k, ma per fare questo abbiamo bisogno di qualche
definizione e di un teorema molto importante. Iniziamo con il definire il concetto

di prodotto esterno di 1-forme.

DEFINITION 1.3. Sia V un K—spazio vettoriale e siano ¢; k forme di grado 1 su V.

Definiamo il prodotto esterno delle ¢;, come la k forma definita da:

er[vi] ... p1[vr]

erlvi] ... prfve]

30vvio ¢ il fatto che V* con le due operazioni definite rispetti gli assiomi di spazio vettoriale.
Consideriamo una base B = {e1,...,en} in V. Definiamo ¢1, ..., pn come :

pi: V—oK:iv=(v1,.,0n) — v,
dove vy, ..., v, sono le componenti di v in B. Ora abbiamo che p;(e;) = 6g, le ¢; sono lineari e
linearmente indipendenti. In quanto
a1p1 + azp2 + ... + anpn =0,
calcolato in un elemento e; di 9B, ci da: a; = 0. Dunque é un insieme libero. Consideriamo
Papplicazione lineare
Y:V >K:ve y(v),
siano a; = (e;) allora (3, vies) = >, vivp(es) = >, av; = >, a;pi(v), dunque é un’insieme
di generatori. Questo dimostra ’asserzione.
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notiamo che se le ¢; sono lineari allora il loro prodotto esterno ¢ k-lineare?, inoltre
¢ alternata. Infine definiamo il prodotto esterno di 1 forme in maniera tale che sia

associativo.

DEFINITION 1.4. Sia p € R", definiamo lo spazio tangente in p a R™ come 'insieme
dei vettori v € R", applicati in p, ovvero il vettore v applicato in p ¢ v, dato da
v — p. Lo spazio tangente ad R™ in un punto p verra indicato con Rj. La base
canonica di R} e {€1p; ..., €np}, questa, qualora non vi sia troppa ambiguita, verra

denotata semplicemente con {eq, ..., e, }.

Prima di procedere oltre, possiamo stabilire un legame tra i vettori e le derivate

direzionali. Questo legame sard poi utilizzato in tutto il seguito.

DEFINITION 1.5. Una derivazione D), in p ¢ un’applicazione che ¢ definita dall’in-
sieme delle funzioni differenziabili da R™ in R, che denoteremo §F(R™), e per ogni

funzione f associ D,[f] € R. e che sia tale che

(1.1.1) Dylaf + Bg] = aDy[f] + BDy[gl,

(1.1.2) Dp[f : g] = Dp[f} g, + f\p 'DP[QL

con f,g : R" - R, o,8 € R. La proprieta (1.1.1) & detta linearita, mentre la
(1.1.2) ¢ detta regola del prodotto di Leibniz®. L’insieme delle derivazioni su R

verrd indicato con D, (R™).

4Per la proprieta del determinante:

a1 +c1 ... aip+cn ail ... Qln c1 Cn
a2n cee az2n azn ... a2n a2n ce az2n

Det . . = Det . . + Det
an1 ce ann anl cee ann an1 ce ann

5Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Matematico e filosofo tedesco. Fu uno dei fondatori
dell’analisi matematica.
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LEMMA 1.6. Sia g : R® — R, differenziabile ¢ sia p = (p1,...,pn) € R"™; allora

esistono n funzioni g; : R™ — R, anch’esse differenziabili, tali che:

9= [Z(mz — pi)gi

i

+9(p)-

Inoltre g;(p) = 0;g(p).

DIMOSTRAZIONE. Definiamo f: R — R, come:

fs)=g(st1 + (1 — 8)p1,..., 8t — (1 — 8)pn),

con t = (t1,...,t,) € R™. Poiché g é differenziabile allora f & derivabile. Per il

teorema fondamentale del calcolo integrale abbiamo:

£(t) = / £(s)ds,

f(s)= Z(ti —pi)0ig(st1 + (1 — 8)p1, ., sty — (1 — 8)pn),

allora si ha:

f(r) = /OT lZ(t, —p;i)0ig(st1 + (1 — 8)p1, .oy sty — (L= 8)py) | ds =

i

= Z(tl —pi) /OT 0;g(st1 + (1 — 8)p1, vy Sty — (1 — 8)py)ds.

D’altro canto

g(t) —g(p) = Z(ti —pi)/o 0ig9(st1 + (1 — 8)p1, ..., sty — (1 — 8)pyp)ds,

i
posto g;(t) = fol 0ig(st1+(1=5s)p1, ..., st,— (1 —s)pn)ds, abbiamo la decomposizione
cercata, prima di continuare facciamo notare che g;(p) = fol 0i9(p1, -y Pn)ds =

dig(p) [, ds = dig(p). O
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THEOREM 1.7. Esiste un isomorfismo di spazi vettoriali tra Dp(R™) e RY. Inoltre
questo é tale che
e; < 0;,

ove con 0; viene indicato I’operatore %.

DIMOSTRAZIONE. Sia B = {e;}o<i<n la base canonica di Ry. Sia inoltre f : R™ —
R una funzione differenziabile, per dimostrare che esiste un isomorfismo di spazi
vettoriali ¢ sufficiente dimostrare che {0;} ¢ una base di D,(R"). Iniziamo con il
dimostrare che questo & uno spazio vettoriale. Ovviamente se A € R, e D € D,(R")
abbiamo che AD : F(R") — R : f — X - D[f] appartiene a D,(R"™). Vale inoltre

1-D = D. Definiamo + come:
D+ D'[f] = D[f] + D'[f],

D, D' € D,(R™); Il fatto che per la somma e per il prodotto per uno scalare valgano
tutte le proprieta degli spazi vettoriali discende dal fatto che, se calcolate in una
singola funzione, le derivazioni diventano elementi del campo e su di loro valgono
quelle proprieta, e, poiché valgono indipendentemente dalla scelta della funzione,
allora valgono in generale per le derivazioni. Dimostriamo che {0;} ¢ un insieme

libero, se esistessero a; € R tali che ), a;0; = 0, allora, dato j € {1,...,n}, vale:
0= Zazaz[z]} = aj.

con z; : R* = R :v = (v,...,v,) = v;. Consideriamo a : R" - R:v — ¢, la

funzione costante «, utilizzando le due proprieta delle derivazioni, otteniamo:

per ogni D € D,(R™). Dunque poniamo a; = D[z;], e, grazie al lemma 1.6,

otteniamo:

DIf] = DY _(zi = pi)fi + f(p)] = ZD[(% —pi)fil + DIf(p)] =

i
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dato che la derivazione calcolata su una funzione costante € nulla,

3

= ZD[(xi_pi)fi] = [D[z:] fi(p) + (pi — i) D[fi]] = ZD[ffi]fi(P) = Zaiai[f]'
(Il

Per cui possiamo identificare derivazioni e vettori di R", questo, per quanto non
strettamente necessario, ci da l’idea per generalizzare il concetto di vettore tangente
ad una varietd differenziabile qualsiasi; ma questo lo vedremo pit avanti. Per
ciascun punto p di R", abbiamo che R} € uno spazio vettoriale reale di dimensione

n. Possiamo dunque considerarne il duale (R})*, otteniamo il seguente lemma:

LEMMA 1.8. Una base di A'(R7)*, & Uinsieme {(dz;)p}ieq1,. dove

..n}s

i tR" 5 R:(ag, .oy @iy ey @) — @y

e inoltre questa & la base “duale’ della base canonica di R}. Notiamo che le

applicazioni dx; sono lineari.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo che dz;[v,] = v;; da cui dzife;] = 07 e la linearita.
Iniziamo con il dimostrare che sono indipendenti, se esistessero a; € R tali che
Zj ajdx; = 0, applicando questo ad e;, otteniamo:
0= Z ajdxj [ei] = Qj,
J

dunque sono linearmente indipendenti. Ora siano a; = f(e;) , con f € A'(R"™)*.

Definiamo
g= Z ajdx;,
J
notiamo g € A'(R")*, inoltre per ogni e; vale che gle;] = f[e;] da cui g = f. O

DEFINITION 1.9. Un campo di forme lineari, o di forme esterne di grado 1, é una

funzione che ad ogni punto p associa un elemento w(p) di A'(R7)*.

6Nel senso che (da;)plej] = ‘SZ
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In virtu del teorema 1.7 e della definizione precedente, un qualsiasi campo di forme

esterne di grado 1 puod esser espresso come:
n
w(p) = Z a;(p)da;,
i=1

dove osserviamo la convenzione che, qualora sia sufficientemente chiaro dal contesto,
(dx;), verra denotato con dx;. Nel caso si presenti una situazione di ambiguita, o
comunque si cambi la notazione, verra detto esplicitamente. Come abbiamo fatto
notare prima, le applicazioni dx; sono lineari, dunque il prodotto esterno delle
dz;,, sard bilineare ed alternato, dunque abbiamo che /\?:1 dr;; € Ah(RZ)*. Pia

precisamente vale il seguente:

PROPOSITION 1.10. L’insieme:
{(dziy Ao A dmik)p, 11 < ..o <, i € {1,...,n}},

é una base di A*(R?)*.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo che

0 se (2177Zk) 7é (jla"'a.jk?)
dz;, /\.../\d;vik[ejl,...,ejk] = s

1 altrimenti
inoltre come gia fatto osservare questa ¢ k-lineare ed alternata. Ora dimostriamo
lindipendenza dell’insieme (dx;, A ... Adzg,)p, @1 < ... < i, 3; € {1,...,n}},
supponiamo che esistano a;, ... ;, € R tali che:
Z Giy. iy ATy N oo Ndzg, =0,
i1 <. <ip
calcolato in [ej,, ..., e;, ] ci da:

ajy..j, = 0.
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Dimostriamo che sono un insieme di generatori. Sia f € A¥(R™)*, poniamo a;,_;, =
D I 1 k

fleiys -5 €i,]- Ora posta

9= Z Giy i dTi, A .o ANdzy,

i1 <. <l
abbiamo che g € A*(R?)*, inoltre che per ogni [e;, , ..., €;, ], abbiamo glej, , ...,e;,] =
flejys - €4, ),da cui

=g

Possiamo ora definire una forma differenziale di grado k su R"™.

DEFINITION 1.11. Una forma esterna di grado k£ su R™, é un’applicazione che ad ogni
punto p associa un elemento w(p) di Ak(RZ)*; per quanto visto nella proposizione

1.10, possiamo scrivere dunque w(p) come:

wp)= > aii, (p)di, A Ada,,

11<...<ig

La forma esterna ¢ detta differenziale di grado k, se e solo se le a;, . ;, sono funzioni

k

differenziabili di p.

1.1.2. Operazioni sulle forme differenziali in R". Definiamo ora le op-
erazioni sulle forme differenziali in R™. Queste sono diverse, le principali sono
I'operazione di somma, il prodotto esterno, la stella di Hodge” e il cambio di vari-
abili. A partire da questo definiremo delle altre operazioni come il rotore, il gradi-
ente, il laplaciano e la divergenza, questo verra fatto perlopiu nella parte relativa
agli esercizi, per quanto alcune di queste definizioni verranno riportate in questa

sottosezione. Ma vediamo anzitutto quelle principali.

7William Vallance Douglas Hodge FRS (17 Giugno 1903 — 7 Luglio 1975), matematico scozzese,
occupatosi in particolare di geometria.



1.1. DEFINIZIONI E TEOREMI SULLE FORME DIFFERENZIALI IN R™. 13

DEFINITION 1.12. Siano w e ¢ due forme esterne di grado k, definiamo la somma

di we ¢ come la forma esterna di grado k, data da:

wHp= Z(al + br)dzr,
I

dove si denota con I la k—upla (i1, ...,%), con i; < ... < i, denotando dx; =

dzi, A ... \dx;, ed indicando

@szIdxl, w:ZadeJ;
I J

da notare che se le due sono forme differenziali allora anche la loro somma lo ¢; in

quanto la somma di due funzioni differenziabili é una funzione differenziabile.

DEFINITION 1.13. Date

QOZZCLJdJTJ‘, WZZb[dJS[
J I

una k ed una h, rispettivamente, forme esterne, definiamo il loro prodotto esterno
come 'operazione, definita da:
pAw= ZanIde ANdxy,
1,7
dunque il risultato del prodotto esterno di ¢ e w é una k + h forma esterna. Se le
due sono forme differenziali allora anche il risultato lo €, e questo perché il prodot-
to di due funzioni differenziabili é ancora differenziabile e la somma di funzioni

differenziabili & ancora una differenziabile.

Diamo ora qualche proprieta:

PROPOSITION 1.14. Siano ¢,w e 0, rispettivamente, una h, una k ed una r forme

differenziali. Allora si ha:

(1) (wA@)NO=wA(pNB).
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(2) WA)=(=D)"(pAw).

(3) Se r=h, allora wA(p+0)=w Ao+ wAb.

DIMOSTRAZIONE. Siano w =) ;ardxr, o =) jajdrye =) , axdrk.

(1) Nel caso w =dxy ,p = dxy e 0 = dxg, allora questo & associativo poiché

vale I'associativita per le 1 forme. Nel caso generale:

(WAQ)AO = Z (arby)ex(dey Ndxg) Ndeg =
JI,K

= Z ar(byex)drr A (deg ANdeg) =w A (@ A D).
JILK

(2) Vediamo nel caso w = dz;, A ... Adz;, e ¢ = dxj, A ... Adzj,, in questo

caso:
wAp=dzx;y A...ANdx;,_, Ndxz;, Ndxj Ndxg, A ..o ANdxjy, =

= (=1)dz;, A ... Ndx;, , Ndxj, Ndzg, Ndxj, A ..o ANdxj, =
= (=1)"dwi, Ao Ndxyy,_, Ndxg, Adaj, A Adg, Adeg, =
= (=D Vdg, Adxj, Adxj, Ao Adaj, Adzi, A A da, =
= (-1)*p Aw.

Nel caso generale:

w/\go:ZaIde:c]/\dzJ:ZbJajdxl/\de:
1,J 1,J

= (=1)*" ijajde ANdzp = (=1)*p A w.
1,0
(3) wA(p+0) = ZLK ar(bg+eg)driAdey = Z,»K(aIbK—i—ach)d:vI/\de =

WwAp+wAb.
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Un’altra operazione molto importante ¢ il cambiamento di coordinate, questo pud

esser espresso tramite un’operatore *, vediamone la definizione.

DEFINITION 1.15. Sia f : R® — R™ un’applicazione differenziabile. Allora f induce
una mappa che prende delle forme esterne di grado k& di R™, e fornisce delle forme

esterne di grado k in R™, nella maniera seguente. Data una k forma esterna w, in

R™, definiamo f*w la k forma di R™ definita da:

(f*(“))P[UL sy Uk] = Wr(p) [dfp[vl]’ vy dfp[vk]]’

dove df,[v] = Dy(p) - v, & detto differenziale di f in p e dove Df(p) & il vettore
delle derivate parziali di f calcolato in p. Quest’operazione € detta cambiamento

di coordinate.

Vediamone qualche proprietd relativa anche alle operazioni definite precedente-

mente.

PRrROPOSITION 1.16. Sia f: R™ — R™ wuna funzione differenziabile. Allora si ha:

(1) f(wAp) = f*wA f*p, dove w,p sono due forme esterne qualsiasi in R™.

(2) Data una funzione differenziabile g : RP — R™ ed una forma esterna di

R™, vale:(f o g)*w = g*(f*w).

DIMOSTRAZIONE. Siano w =) ;ardrre ¢ =3 ;ajdry .

(1) calcoliamo f*w ed f*¢, questa divengono:

(frw)plvr, s vn] =Y ar(f(p))darldfylvr], ., dfp[vi]],
I

equivalentemente:

(f*@plvrs s vn] = D b (£ (0))dasldfp[vr]-..s dfypon],

J
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da cui:

(f*w AL Q)plors s vnsr] = D (arb ) (F @) dfp[or])s ooy dfplonsr]] = £7(w A ).

I,J

(2) Calcoliamo (f o g)*w, questo & dato da:

{(fogywhplon, vl =) ar(fg(p)))dzrld(f o g)plon], ... d(f o g)[uw]] =

I

ora d(f o g)p[v] =32, 0;(f o 9)),v; =22, ;05 f1,,,0i9i,0i = dfy(p)[dgp[v]],

il che implica:

= Zf*(aldxj)g(p) [dgplv1], ... dgpvk]] = " (fFw)plv1, -, vk].
I

Nel seguito indicheremo come 0-forme differenziali di R"”, le funzioni g : R” — R,
differenziabili. Proseguiamo con la trattazione definendo I'operatore di differenzi-

azione esterna.

DEFINITION 1.17. Sia g : R® — R, una O-forma differenziale, definiamo il differen-

ziale esterno di g, indicato con dg, come la 1-forma:
dg = digda;,
i

facciamo anzitutto notare che questa coincide con il differenziale utilizzato nella
definizione di *. Estendiamo questa definizione alle k forme differenziali; data una

forma differenziale w = )", ardx;, definiamo il suo differenziale esterno come:

dw = Zda; Ndzy.
I

Vediamo infine le proprieta della differenziazione esterna.

PROPOSITION 1.18. Siano wi e ws una s-forma ed una k-forme, rispettivamente;

f:R™ — R™ un’applicazione differenziabile. Allora valgono le sequenti:
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(1) d(w1 + wa) = dwy + dws.

(2) d(wi Awz) = dwy Awa + (—1)%w; A dws.
(3) d(dw;) = d?w; = 0.

(4) d(frw1) = frdw:.

DIMOSTRAZIONE. Siano w; = ;. a}ida:h, inoltre facciamo notare che la prima

proprieta vale solo nel caso s = k, procediamo con la dimostrazione:

(1) Consideriamo il caso in cui wy e wsy siano due 0 forme, allora:

d(wy + wa) 23 w1 + wo)dx; = Za widx; + Za wodx; =

= dwq + dws.

Passiamo al caso generale:

d(wy +ws) = d (Z(a} + a%)d:c,> = d(aj +af) Adar =
1

I
= daj Adrr+ Y daf Adap = dwy + dws.
I I

(2) Poniamo I =1, e J = Is.

d(wy Aws) = Zd(a}a%) ANdzy Adxy = Z Zaj(a}a?,)dxj Ndxp ANdzy =

1,7 I,J J

=3 (9a1a3 + 05a5a;) du; Adxp Adey = > (9jaa3) day Adey Adwy+
07 LJ

1N " (950%a;) doy Adzy Adey = dwy Aws + (—1) wy A duws.
1,0 j

(3) Siaw =) ;ardxr, una k forma.

d(dw) = d (Z dar A dw;) =d (Z > diagda; A dx,> =
I 7

1

= Zzaijajdxi A d(Ej Ndxy = Zzaijajdxi A d(Ej ANdxr+

I ij I i#j
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+ Z Z 81»2ajdxi ANdx; Ndxp =
I i
utilizzando D’esercizio 1.4, otteniamo che dx; A dx; = 0, dunque:
= Z Z&ijalda:i A d{Ej Ndxy = Z Z(@Z—jal - 8jia1)dxi AN dl‘j ANdxyp,
I itj I i<j
per il teorema di Schwartz abbiamo 0;; = 0;;, da cui I'asserto.

(4) Sia w come nel punto precedente e sia f : R® — R™ un’applicazione

differenziabile. Iniziamo nel caso k=0.

(f*dw)plon] = Y (0w)(f (p)daildfy[or]] = Y (Biw)(f())0; f (p)v; =

= Zai(w o f)(p)dwx;i[v1] = d(f*w),[v1].

Nel caso generale:
frdw) = Y day Adzy =Y frdag A frday =
I I

= d(f*ar) A f*dzy = d(f*w).
I
O

DEFINITION 1.19. Data w una k forma di R", definiamo: *w ponendo * (dz;, A
e Nday) = glvriedirnin-k)dg, A ... A dz;,_,dove abbiamo che i < ... < i, e
J1 < .. < Jn—p tali che (i1, ..., %k, j1, -y jn—k) € Gp, € la estendiamo per linearita.
Dove con G,, viene indicato il gruppo simmetrico di ordine n, ovvero il gruppo delle
permutazioni su n elementi®. Questa operazione ¢ detta stella di Hodge. Inoltre

abbiamo la seguente utile proprieta:

LEMMA 1.20. Data una k forma differenziale w in R™ e f : R® — R™ un’appli-

cazione differenziabile, vale:

fr(rw) = #(f*w).

8Questo ¢ insieme delle bijezioni da {1,...,n} in se stesso, che dotato dell’operazione di
composizione costituisce un gruppo non abeliano di cardinale n!.
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DIMOSTRAZIONE. Siaw =Y, ardxy, allora x(w) = Y, are’dx,, dove denotiamo
con J; = (J1, .-y jm—k) tale che j; < ... < jm—p tali che (i1,..., %%, J1, -, Jm—k) €

Spm,con I = (iy,...,9m,). Dunque:

fr(w) = f* Zals‘]fde, = Zstf*aje"’f*deI = Zz—:"’(f*al)dyJI = *(f"w).
I I 1
u

Concluse le operazioni, dobbiamo definire un’utile isomorfismo che esiste tra R} e

il suo duale (R}))*, questo ¢ detto isomorfismo canonico.

1.1.3. L’isomorfismo canonico.

DEFINITION 1.21. Definiamo L’Isomorfismo canonico, come ’applicazione indotta

dal prodotto scalare canonico’, < -, - >, definita da:

YRy = (RY) tvp =<v, =

L’Isomorfismo canonico prende un vettore v di R} e gli associa una 1 forma esterna
w data da w(u) =< v,u >. Se al posto di un vettore utilizzassimo un campo di
vettori allora otterremmo una corrispondenza biunivoca tra campi di vettori in R™
e 1 forme differenziali in R™. Ovviamente é R lineare, infatti < av + bw, - == a <

v, = +b < w,- >=. Come detto nel seguente:

LEMMA 1.22. L’isomorfismo canonico ¥ € un isomorfismo, inoltre trasforma campi

di vettori in 1-forme differenziali.

DiMOSTRAZIONE. Essendo lineare resta solo da mostrare che é biunivoca, fatto

questo abbiamo che é un isomorfismo. Il fatto che porti campi di vettori in 1-

9Definito da < 7,@ »= ™, v;w;.
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forme ¢é ovvio, dato un campo di vettori X = (x1,...,x,),

= sz( sz Yda;[v

Per quel che riguarda la biunivocita abbiamo che se esistessero due campi di vettori,
X =(z1,..,zn) €Y = (y1, ..., Yn), tali che (X) = ¢(Y), allora, per ogni vettore v

vale:

posto v = e;, otteniamo:
Ti = Yi-

Resta da verificane la suriettivita, data una 1 forma w = ), a;dz;, posto X =

(a1, ...,an) abbiamo che:

Questo prova il lemma. O

Dato un campo di vettori v indicheremo la sua immagine, tramite 1’isomorfismo

canonico, con < v >.

1.2. Risoluzione degli esercizi.

Passiamo ora alla risoluzione degli esercizi del primo capitolo. Durante lo svolgi-
mento di questi si & tentato di utilizzare unicamente le nozioni richiamate prece-
dentemente. Qualora venassero utilizzati teoremi differenti o proprieta particolari
esse saranno teoremi o proprieta di base delle funzioni o delle derivate. Si é tentato
di rispettare fedelmente il testo degli esercizi come scritto nel Do Carmo, quindi

potrebbero esser presenti definizioni di concetti date precedentemente.

EXERCISE. 1.1

Si provi che una forma bilineare ¢ : R* x R3 — R ¢ alternata se e solo se (v, v) = 0.
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Svolgimento:

Se ¢ ¢ alternata abbiamo ¢(v1,v2) = —p(v2,v1) dunque ¢(v,v) = —p(v,v) =

p(v,v) = 0.0 Viceversa se
o(v,v) =0 = 0=(v; +v9,v1 +v2) =

= p(v1,v1) + p(v1,v2) + p(v2,0v1) + p(v2,v2) =

e(v1,v2) + ¢(v2,v1) = @(v1,v2) = —p(v2,v1) . O

EXERCISE. 1.2

Si provi che, date i1 <is < ... < ig e j1 < Jo < ... < jg , si ha che

1 seiy=45:Vtel, ...,k
dacil AN d.’Ei2 A A dxik(ejl, ...,ejk) =

0 intutti gli altri casi

Svolgimento:

Per definizione di prodotto esterno abbiamo che

7/11(1)1) 1/)1(Uk)
/\ Ve (v1, ..., vp) = det : : (*).
Vr(v1) o Yr(vk)

Inoltre per definizione di dz; abbiamo che dz(ep,) = 6.

Supponiamo che iy # ji1, se Jiy = jpallora, poiché j; & il piu piccolo tra i j;, per

ogni t abbiamo i # j; dunque dx;, (e;,) = 0Vt dunque /\f:1 dz;, (ej,,...,€j,) = 0.

Se invece At : iy = j; allora da;,(e;,) = 0Vt, il che vuol dire

k
/\ dl’it (ejl, ceey ejk) =0.
t=1
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Supponiamo che fino a h-1 valga i; = j; t € {1,...,h — 1}. Supponiamo inoltre che
in # jp se Jiy = jrallora, poiché j, € il pit piccolo tra i j; con t > h, per ogni t
abbiamo 45, # j; cont > h dunque dz;, (ej,) = 0Vt dunque

k k
/\ d:cit(ejl, ...,ejk) = 1(/\ d%it(ejh’, ...,ejk)) = 02
t=1

t=h

Se invece At : i, = ji allora d;, (e;, ) = OVt > h, il che vuol dire /\f=1 dzi, (ej,, ..., e5,.) =
1(/\f:h dz;, (€j,, - ej,)) = 0.19 Dunque se i; # j;abbiamo che /\ff:1 dz;, (ej,, ... e5,) =

0. Se i; = j;Vt allora, poiché dz;(ep,) = 61, /\f:1 dzi, (€iys oy ) = det(IF) =1. O

EXERCISE. 1.3

Siano ¢ e w, rispettivamente, una k forma differenziale ed una s forma differenziale.

In funzione della base canonica possono esser scritte

gozZaIde, I:(il,...,ik) 11 < o < g
I

w=) bydry  J=(rnds) 1< <Js
J

Per definizione poniamo :

wAw:ZaIdezj/\dasJ. (k)
1,0

Si verifichi che Acosi definita coincide con Adefinita nella definizione nel caso di

delle 1-forme, ovvero la definizione 1.3.

1015  matrice che si ha se it = gt t < h — 1 ¢é& la seguente
1 0 ... O 0 0
0o 1 .. 0 0 0
0 O 1 0 . 0
0 0 0 dzih(e]-h) d:cih(ejk)

0 0 ... 0 dxj(ey) ... dzg(ej,)
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Svolgimento:

Indicheremo con A L’operazione definita da (xx). Mostriamo prima nel caso di due

uno forme. Siano dunque e w due 1-forme.

© Awlvy, va] = arbadzy A dxa[vr, va] 4+ agbidza A dzy|vy, v

a a
= (albg — a2b1)d$1 A\ darg[vl, Uz] == Det ! ? Det(dxi [Uj])
)
v (Y
= Det eloal - ele] = ¢ A wlvg, vo]

wlvr]  wlvg]
Mostriamo ’associativita di A. Siano ¢, ¢ et w tre forme differenziali.

(pAp)Aw = (Z cxardrg Ndrp) Aw = Z [(exar)bsl(deg Ndxr) Ndxy =
1K KJI,J

= > [ex(arb))ldzg A (dog Ndzy) = ¢ A (9 Aw).
K.I,J

In generale, supponiamo che valga per il prodotto di (k-1) 1-forme e prendiamo k

1-forme esterne: @1, ..., k. Allora

—k — k-1 3 k-1 3
_wi=(\_ o) Aor= ([\1 i) R i, =
= Z [E(ila-"aik,—l)a%l "'afk_,llaﬂdxil7-u7ik—1 /\dIZ =

1=1 (41,0000 —1)EGK_1

= Z [e(il,...,ik_l)agl ---afk]dxil,__ﬂik =
(31,1 )EGk (

Pi-

~.

1

EXERCISE. 1.4

Sia puna k-forma differenziale, con k dispari. Si mostri che ¢ A ¢ = 0.

Svolgimento:
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Iniziamo con il caso delle 1-forme,

dx;v dx;v
dx; A dx;lvy, ve] = det [v1] [v2] =0.

dl‘i [’Uﬂ dl‘i [’02]

Dal quale deduciamo, per I'associativita, dz;, A ... Adz;, = 0se 3j # hicij; = iy.

Sia ¢ = Y7 | a;dz; una 1-forma,

n
AP = Z ajajdr; Ndr; = Z aja;dr; Adr; =

ij=1 1<i,j<k
k
= E (aia; — aja;)dz; A dxj + E a?dmi ANdzx; =
1<i<j<k i=1
dz;ANdx;=0
= E (aiaj - ajai)da:i A dl‘j =0
1<i<j<k

. Sia guna k forma,

YAp= g araydrdry = g araydxdr
1,Jeck 1,JeGk
InJ=0

Consideriamo ajajdr; A dxy, oltre a questa nella somma sard presente ajardry A
dry = (—1)cordDeard(D) g g day A dey = (—1)k2a1ade1 A dzy per via dell’alter-
nanza, e come k é dispari otteniamo ajardx; A dx; = —araydry A dxy dunque le

coppie si elidono a vicenda e questo implica ¢ A p = 0.

EXERCISE. 1.5
Siano ¢, e 0 le seguenti forme in R2:
¢ = zdr — ydy,
Y = z(dx Ndy) + z(dy A dz),
0 = zdy.

Si calcolino : ¢ A, O A A, dp, dip, db.
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Svolgimento:

O = xz(deAdyndx)+x? (deAdyAdz)—yz(dyndzAzy)—yz(dyNdyAdz) = z2deAdyAdz.
OA (o AY) = za’dy Adx Ady Adz = 0.

dp=dxNdx —dyANdy=0.dy =2dz ANdy Ndz. df = —dy N dz.
EXERCISE. 1.6
Sia f : U C R™ — R™ una funzione differenziabile. Supponiamo che m < n e sia ¢
una k-forma differenziabile in R™, con k > m. Si mostri che f*p = 0.
Svolgimento:

frolei,....ei,] = > ;ardxr(dfle;,], ..., df[e;,]], come m<nk, allora abbiamo che

Jt#h: e, =e;,. Dunque

—h
FrQleirs s iy sy €y ey i = (—1)(t )f*ap[eil, s €y €y oy €1y €y e €1y ] =
2(t—h)—1
=(-1) (t=h) Fr@leirseesCiyy ey €ip s v Cin] = — L @lCi1 s s €ip s ovey €4y oovy i |
dunque f*¢lei,, ..., €ip s s €iyy-on€i] = 0. Consideriamo ora dei vettori di R™

V1, ..., v tali che v; =30 a]el

frolvr,.yvg] = f* <pZa16“.. Zake, = Z Z i ai"f*go[eil,...,eik]zo

i1=1  ip=1

EXERCISE. 1.7

Sia w la 2-forma in R2" data da:

W = dl’l AN dZL’Q + dxg A dlL’4 + ...+ dlL’Qn_l A dl’gn

Si calcoli A\, w.
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Svolgimento:

Iniziamo con il calcolare
wAw=dri Ndro Ndrs ANdry + dzy ANdxo Adrs Adrg + ...

... +dx1 Ndxo ANdroy—1 Adxe, +drs Adry A dxy N\ dxs +des Adeg Ades Adeeg + ...
.. tdxsNdraANdx o, 1 Ndx oy, ... +dT o, 1 ANdTo, Adxi ANdTo+dx e, 1 NdTo, AdTsNdT 4+ ..

e+ d’lj‘gn_l AN dl‘gn A dﬂ?gn_g AN d$2n_4 =2 Z dl’Qi_l AN dl’gi A dl’gj_l A dl’gj.
i<j
Ora calcoliamo
WAWwAw=256 Z dxgi_l A\ dl‘gi N dl‘gj_l N dl‘gj A dJL‘gk_l A dl‘gk.
i<j<k
Ora se facessimo il prodotto esterno un’altra volta, per ogni 0 < ¢t < n, otteniamo

che

(dxgt,l/\dact)/\w/\w/\w = (dl‘gt,l/\dwt)/\(i Z dl‘gi,lAdLL'QiAdCEQj,lAdl‘QjAdl'Qk,lAdek
i<j<k
in questa somma spariscono tuttii termini che gia contenevano dxo;_1, e rimangono

solo quelli della forma
dxo;—1 N dxog; N dl‘gj_1 N dl‘gj A dxog—1 N dxop N\ dxoi_1 N day

con i, j,k # t. Considerando che per qualsiasi permutazione degli indici ¢, j, k, ¢ il
segno rimane lo stesso, di questi termini nel prodotto esterno w A w A w A w, per

i, k, 7, t fissati, ce ne saranno quattro, uno generato dal prodotto
dro_1 Ndri Nw Aw Aw

, uno dal prodotto

d$2i_1 /\dl’gi ANwAwAw
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, uno dal prodotto

dl‘gj_l /\dl‘gj NwAwAw

e 'ultimo dal prodotto

drop—1 Ndxop Nw Aw Aw

dunque raggruppando tutto e ordinando i,j,k,t ( tramite permutazioni ) in ordine

crescente otteniamo

WAWAWAW = 3' Z 4d$2i_1/\d$2i/\dl‘2j_1/\d.rgj/\d$2k_1/\d.r2k/\d$2t_1 /\dl‘t.
1<j<k<t

Iterando il ragionamento otteniamo che A\]_; w = nldzy A ... A dzy,.

EXERCISE. 1.8

Sia f : R™ — R™ una funzione differenziabile definita da:

f(xlv 7-Tn) = (yl; "'ayn)v

e sia w=dy; A ... Ndy,. Si mostri che f*w = Det(df)dxzi A ... A dx,,.
Svolgimento:

frofvr, .., vn] = wldf[v1], ... df [vn]] = Det(dy;[df [v;]]) = Det(df;[v;]) =
= Det(df - (v;)) = Det(df - (dz;[v;])) = Det(df)Det(dxz;[v;]) =
= Det(df)dxy A ... A dxy[vy, ..., vp].

EXERCISE. 1.9

Sia v la n-forma in R" definita da:

viel,...,en] =1

Si mostri:

a) v[vg, ..., p] = vol[vy, ..., 0] = det(v;-) dove vé é I'i~esima componente di v;
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b) v=dzi A... Ndx,

Svolgimento:

Poiché v & un n forma allora sara della forma adzq A...Adxzy,, dunque vie; , ..., €, ooy €y y ooy €5, ] =

0 se iy = 1.

VU1, .y U] = Z/[Z iy €y enns Zai"@in] =
i1

in

:Z-~-Zail---ainu[eil,...,ein]: Z iy -+ A, V]€sy s e, | =
i1

in (il,...,in,)GGn

= E ai, "'ain5(117...,ln)y[el7~”>€n] = E ag, ...ain&-(llv---vzn) =
(315044500 )ECH (1150030 ) EGH,

= Det(v}) = Det(dx;[vj]) = dwy A ... Adzy[v1, ..., v

EXERCISE. 1.10
Data wune k forma di R", definiamo:

xw ponendo * (dzi, A...Adx;, ) = 5(“""’ik’jl""’j"*k)dmjl A...Adxj _, dove abbiamo
che i1 < ... < i, et j1 < ... < jn—g tali che (i1,...,%k, 51, -, Jn—k) € Gn, € la

estendiamo per linearita.

Si calcoli *w nei seguenti casi:

(1) Con n =3 e w = aiadry Adrs + aizdry A drs + assdrs A drs
(2) n=2ew=ardz; + azdxs

(3) w=x*p

Svolgimento:

*W = alg*(dmlAd$2)+a13*(dfﬂg/\d%g)+a23*(d(£2/\d$3) = algdl'g*algdl'2+a23dl'1
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*w = a1dry — asdxy

*(x¢p) = *(Z ar xdxy) = Za; s (e J)de(I)) = Za;s(l D Dy =
I I I

=Y (1) Paday = (—1)F P,
I

EXERCISE. 1.11

Un campo di vettori differenziabile v in R™ puo essere considerato come un’appli-
cazione differenziabile v : R® — R™ : p + v(p). Definiamo la funzione div(v) :

R™ — R come segue:

div(v) = V- v = Trac(dvp)

(1) div(v) =Y, ggi, ponendo v(p) = Y, a;(p)e;.
(2) Sia w la 1 forma associata a v tramite l'isomorfismo canonico indotto da
=< -, - >, il prodotto scalare canonico, e sia v il volume di un elemento di

R™. Allora la divergenza puo essere introdotta come:

v w e kw = d(xw) = (div(v))r = (V- o).

Svolgimento:
Qa1 .. dar
Ox1 Oxy,
(1) do,=| . 1 | (p)Dunquediv(v)p] = Trac(dvy) = 31y 5% (p).
dan ., Oan
oxq Oxp

(2) Siadz =daxy A ... Ndzy. w=<v,dz == 1" a;dx;, sia I(i) = (1,...,i —

Li+1,..,n) R,
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- N da; “ i—1 0a;
d(xw) = Z(—l)l o -dxj) Nz = Z (-1) 18 dr; Ndrp;) =
; - J T

- da; " da; da
— ’L 1 ] 17 1 — 7 _ 7 _ .
;:1( g: 5 d:c 2 axidz (;_1 8:&) dz = (div(v))v.

EXERCISE. 1.12

Sia f : R® — R una funzione differenziabile. Definiamo il campo di vettori gradiente

di f, come V f tale che

<V f(p),up ==dfplup] Vp € R"VueR"

Si noti che V f e il campo di vettori corrispondente al df tramite l'isomorfismo

canonico.

(1) V f(p) = (01f(D), -, O f(p))
(2) Se p € R™ ¢ tale che V f(p) # 0, allora il gradiente di f é perpendicolare

a Lyp)(f) ={z e R"| f(x) = f(p)}-

(3) La mappa df), ristretta alla sfera unitaria con centro p, raggiunge il mas-

simo in V f,/|V fpl.

Svolgimento:

1.dfp[6i] = Bzf(p) da cui V f = (81.]07 76nf)

2. Definiamo g : R” - R: z +— (f(z) — f(p)), come f € C* abbiamo che g € C*°,
g(p) = 0 e, per il punto precedente abbiamo V g, = V f, # 0. (Supponiamo per

semplicita O, f, # 0.) allora possiamo applicare il teorema di Dini.

Dunque sia (p1,...,Pn—1,Dn), €siste un intorno di (p1,...,pn—1), diciamolo U, ed
un unica h : R"!' — R : 2 — h(x) tale che Vz € U on a g(z,h(z)) = 0 et

h(p1,...,Pn—1) = pn. Abbiamo inoltre che come g € C* anche h & C*.
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Ed infine
Oih(x) = — (9 f (2, h(x))) "8 f (x, h(x)).

Possiamo parametrizzare dunque Ly, f , in un intorno di p, tramite o : R —
R™ : 2 — (x,h(x)). Un vettore tangente in quest’intorno di p, puod essere scritto

come v = Y v;0;0,

Oio = (617 R 31717 _(8nf<x7 h(x)))_laif($> h(.’L‘))),
dunque:
<0,V [ ==00;f — vz(anf>7lazfanf =0

dunque per tutti i punti di Ly, f tali che il gradiente li calcolato non sia nullo
abbiamo la perpendicolarita, nel caso il gradiente sia nullo allora é ovviamente

perpendicolare a qualsiasi vettore.

3. L’applicazione dfy[v] fornisce il modulo della proiezione di v su V f,, per il
modulo del gradiente, ovviamente questa quantitd ¢ massima qualora la proiezione
sia esattamente tutto il vettore v, dunque se il vettore é parallelo al gradiente ( ed

equiverso), e trattandosi di un vettore unitario, cid vuol dire che v=V f,/|V fp|.

EXERCISE. 1.13

Data una funzione differenziabile f : R™ — R, definiamo il Laplaciano di f, denotato

Asf : R™ = R, e definito da

Apf =div(V (f)) =V - (V).

Si mostri che:

(1) Aof =3 2ts,
(2) Ao(fg) = fA29+9gAaf+2=<V f, Vg~
(3) d(x(df)) = (Azf)v
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Svolgimento:
(1) Axf = dw( ( ) = ( Day ) Z(&zi
(2) Azfg = fg (g(az s+ 25850+ f azl)z) - Zg(§r£2 +

dg 9
2252 651 +Zf (O )2 =

a f ,09 0f 29

dg Of 8%g
Zamlaxl fZ(axz) = [A2g+gAaf +2=<V [,V g~

(3) Sia I(i) =(1,.,i—1,i+1,...,n) e R*~ 1

= Z(—l)iflaizfdfﬂi Ndzpey = Z(—l)w*l)affdx = Ay fv

EXERCISE. 1.14

Sia v un campo di vettori su R™. Il rotore di v é la n-2 forma definita da:

v W dw i okdw =V X v =rot(v)

dove v — w & 'isomorfismo canonico. Si mostri che:

(1) Vx (Vo) =
(2) Sia n = 3, la 1 forma costituita dal rotore corrisponde ad un campo di

vettori v, denotato anch’esso V x v, dato da:
V X v = (Oqvs — O3v2)er + (O3v1 — O1v3)es + (O1v2 — Dav1)es posto v = Zviei

(3) Sia n =3, allora div(V x v) = 0.

Svolgimento:
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(1) Vx (Vov)=Vx (3 0ve;).
Z@iuei — Z@wdmi — d(z Oivdx;)
= Z Zamvdl‘@ A dZEj — V X (Z aﬂ)ei) = *(Z Z@ijvdxi A d$j) =

= Z Z(—l)i““&jvdml(i,j) = Z(—l)i+j+1(aijv — 8ji’U)dlL’](i7j) =0
i j i<j
2) Siav="35"% V;€;
( ) 1=1 ’

v»—)Zvdazz»—)ZﬁvdIZ/\d% ZZ v—@v Ydz; A dx; =

4,J i j<i
= (811}2 — 82U1)d.231 A dxo + (61’()3 — 83v1)dm1 A dxs+

+(020% — 030 dxy A das — * ZZ v b 907 )d:vj ANdz;) =

i g<i
= (821)3 — 83v2)dx1 + (33’01 — 61v3)dx2 + (81’02 — 5‘2v1)dx3.
Il campo di vettori associato risulta dunque: V x v = (Oyv3 — O3v9)e1 +
(33’01 — 61’()3)62 + (611}2 — 821]1)63.
(3) Dalle formule per la divergenza calcolate nell’esercizio 1.11 e dal punto

precedente otteniamo:

dl’U(V X ’U) = 8121)3 — 813’02 + 823’[)1 — 821'03 + 8311]2 — 8321)1 =0.

EXERCISE. 1.15

Un elemento ¢ € A"”‘(RZ)* é detto decomponibile se e solo se ¢ = /\f:1 i, dove

@i i € {1,...,k}, sono elementi linearmente indipendenti di A'(R7)* ~ (R7)*. Si

provi che:

; ; k k

(1) Sep;, =>,; a;Bj, con B € (Rg)* e Det(a;) =1, allora \;_; i = N\,_; Bi-
Dunque esiste piu di una rappresentazione per una forma decomponibile.

(2) /\f:1 w; = /\f:1 Bi = ¢, se ci sono due rappresentazioni di una stessa

forma decomponibile, allora ¢; =, aéﬂj con Det(aé») =1.
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(3) Se ¢ & decomponibile, sia ¢ = /\f:1 ©; una sua decomposizione, siano v; i
vettori associati alle ; tramite I'isomorfismo canonico. Allora L£(v1, ..., vg),
che non dipende dalla rappresentazione, ¢ di dimensione k. Lo chiameremo
il sottospazio associato a .

(4) Siano ¢, ¢;,v; come sopra, il volume generato da v, ..., vy non cambia con
la rappresentazione. Sara chiamato il volume associato a .

(5) Se ¢ ¢ decomponibile, definiamo *¢ come P’elemento di A™~*(R7)x tale
che :

o Il sottospazio associato a *¢ € ortogonale al sottospazio associato a
p.
o Il volume associato a *¢ é lo stesso associato a .
e p A *p ¢ positivo se calcolato in una base positiva di Rj.
Si provi che xp & ben definita.

(6) Siano v1,vq due vettori di R3 e siano ©1 € @9, le 1 forme associate a vy e
vg. Definiamo il prodotto vettoriale come la forma associata a *(¢1 A ¢2).
Si descriva geometricamente il vettore v1 X vy associato a x(p1 A @2).

(7) Una k forma w di R™ ¢ decomponibile se e solo se w(p) & decomponibile
per ogni p. Tutte le k forme in R™ sono combinazione lineare delle k forme
decomponibili dz;, A...Adz;,. Simostri che la definizione data sopra per *

coincide con quella dell’esercizio 1.10(, quella data dalla definizione 1.19).

Svolgimento:

(]_) Siano Qi = Zj a;‘ﬂj; con ﬂj € (R;)*
k k ‘ o ok .
Nei=N\D digi= > ([ al) \ B; = Det(a}) \ 5:.
. . t 1

i=1 i=1 j i1t i= i=1
. k k
come Det(a}) = 1, abbiamo A\;_, B; = N\, ¢;-
(2) Linsieme {1, ..., Bk} € un sottoinsieme libero di (R})*, dunque puo essere
esteso ad una base, sia questa {f1, ..., Bk, @1, ..., n—j }. Possiamo scrivere

; ; S k k
pi = a58;+ >, bia;. Consideriamo A\j_, B; A = N\j_; pj Api =0,
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dunque:

k k k
0=ABAQ i+ ta)= N\Bind aif+ \NBiAY bia; =
j=1 J J J=1 J i=1 J

k k k
ZZ /\ﬂj/\aiﬁt“"Z/\ﬁj/\biat =Zbi/\ﬂj/\at7
t j=1 t =1 t =1
come {f1, ..., Bk, 1, ..., ¥pn_k } € libero otteniamo bé- = 0. Dunque p; =
>, a5pB;. Poi
k
=1 j

i J

k k
N\ @i = Zaﬁﬂj = Det(a}) )\ B
Jj=1 j=1

dunque Det(a}) = 1.

(3) Noteremo 1 isomorfismo canonico. Supponiamo che vy, ..., vy siano lin-
earmente dipendenti, allora Ja, ...,ar—1 € R tali che siano non tutti nulli
e v, = Zf;ll a;vj, applicando 1~ ! otteniamo: ¢} = Zf;ll a;p;, assurdo.
Dunque sono linearmente indipendenti, il che prova che dim(L(vy, ..., v;)) =
k. Siano w; i vettori associati alle 3;, questi sono linearmente indipendenti

per quanto visto prima,
vi =g N ) = T Qa8 = Yl B) = D ajuy

, abbiamo che l'insieme {wy, ..., wy } € libero e di generatori per L(v1, ..., vg)
, dunque ¢é una base, il che implica L(vy, ...,v;) = L(w1, ..., wy). Dunque
non dipende dalla rappresentazione.

(4) Sia ¢ = /\f:1 v; , una qualsiasi altra rappresentazione , per quanto di-

mostrato nel punto 2, é e della forma /\f:1 Bi, dove i B;sono tali che

;= alBie Det(a}) = 1.

v(v1, .y V) = I/(Z atwg, ..., Zafwz) = Det(z alwl) = Det((wj—)(af)) =

t

= Det(a;'-)Det(w;-) = Det(w;) =v(wy, ..., w).
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(5) Dobbiamo dimostrarne l’esistenza e 'unicitad. Siano g; i vettori associati
a p;, poniamo W = L(vy,...,vx) € v il volume di ¢. Consideriamo una
base ortonormale di W=: gj.1, ..., gn, tale che {g1, ..., Gk, Gkt1, -y Jn Juna
base positiva di Rj. Definiamo ¢;, per k¥ < j < n, come le uno forme
associate a e; tramite I'isomorfismo canonico. Sia ¢ = v A, ., @, il
sottospazio associato a ¢ € ovviamente perpendicolare a quello associato
a , per come sono stati scelti i vettori ggy1, ..., gn- Inoltre per l'unicita
del sottospazio ortogonale e per il fatto che a ciascuna forma é associato,
in maniera biunivoca, un sottospazio otteniamo 'unicitd. Rimangono da

verificare gli altri due punti.

’UOl((;S) = V(ng’-‘rla 7gn) = UV(gk+17 7gn) =v-l=v= UOZ(SD)

Infine resta da verificare che ¢ A ¢[gu, ..., gn] > 0. Ci basta verificarlo con

g1, -+, gn Perché ¢, per costruzione, una base positiva di R.
OADG1, s gn] = VP1 A o AORG1, -, gn] = vdet(p;]g;])-
Come gp1, ..., gn € W allora otteniamo:
vilg;] == gi,9; ==10, i<k, j>k
e allo stesso modo:
0ilg] =< g5,9i==0, i<k j>k
Inoltre dato che gx41, ..., gn sono ortonormali:

SDJ[gZ] === 9i5 95 = 5; Za] > k.
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Scrivendo la matrice (©;[g;])s,je{1,..,n} 0tteniamo:

eo1lg] - ealgr] O oo 0
erlgl] - wrlge] O -0 0
0 0 1 ... 0
0 0 0 1

Dunque:

© A Dlg1, .o gn) = vdet(9i[g;])i jeqr,..ny = vdet(9ilg;])i jeqr,. k= v* > 0.

Il che prova l'esistenza di *¢ = ¢, e 'unicita.
(6) Per come abbiamo costruito *(¢1 A @2), sappiamo che vs = v; X vy &

un generatore dello spazio ortogonale a £(v1,v2), dunque ortogonale ad

entrambi. Inoltre:
vol (x(p1 A p2)) == v3,v3 == ||v3||? = vol(p1 A p2) = det(=< v;,v; =)ije{1,2}-

Infine la terna vy, v, v3 & una base positiva di R3. E con quest’ultimo com-
mento abbiamo completato la descrizione geometrica fornendo modulo,
direzione e verso di vs.

(7) Consideriamo dx;, A ... Adz;,, i vettori associati ai dx;; sono gli e;, vet-
tori della base canonica, il sottospazio ortogonale € dunque generato dai
restanti vettori della base, e;,,...,e;, _,. A quest’ultimi sono associate le

1-forme dx;,, ..., dz;, ,. Considerando che
dziy, A Adag, Adzj, Ao Ndzg, [er, .., en] = (—1)SEiedieink),
E che noi vogliamo

(dxi, N ... Ndxg,) A *(dag, A ... ANdxyg,)[er, ..., eq] > 0.
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Ponendo
w(driy Ao Ada,) = (=1)S@mindtesdn=) dg. A A daj,

otteniamo che rispetta le tre proprietd richieste e inoltre coincide con la

definizione di *(-) data precedentemente.
EXERCISE. 1.16 ( Lemma di Poincaré per le 1 forme.) Sia
una 1 forma differenziabile di R? tale che dw = 0. Definiamo f : R? — R, come
1
flz,y,2) = / a(tx,ty,tz)x + b(tx, ty, t2)y + c(tz, ty, tz)zdt.
0

Si mostri che df = w. (Questo significa che la condizione dw = 0 ¢ sufficiente, in
R3, a determinare esistenza di una f tale che df = w.Il risultato vale in R”, la
scelta di R? é solo per comodita di notazione. Inoltre se w é definita su un insieme

aperto U allora il risultato é valido per un intorno di ciascun p € U. )

Svolgimento:

Il fatto che dw = 0, implica:
dw = (O1b — Oza)dx A dy — (03a — O1¢c)dx A\ dz + (O2¢ — O3b)dy A dz = 0.

Da cui deduciamo:

81b = 82@; aga = alc; 820 = 63[);

Consideriamo la seguente identita:
b d
awyz) = [ Glatt ty )it =

1 1
= / a(tz,ty, tz)dt + / t(01a -z + O2a -y + Osa - z)dt. (a)
0 0
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Lo stesso vale per b e c.

1 1
w= (/ a(tz,ty, tz)dt + / t(O1a -z + Dsa -y + O3a - z)dt)dax+
0 0

1 1
Jr(/ b(tz,ty,tz)dtJr/ t(O1b - x + 02b - y + 03b - z)dt)dy+
0 0

1 1
+(/ c(tx,ty,tz)dt—i—/ t(O1c-x + Oac-y + Osc- z)dt)dz =
0 0

posto p = (x,y, z) e utilizzando (a):
1 1 1
= /0 (a(tp))dtdz +/O (b(tp))dtdy +/0 (c(tp))dtdz+

1 1 1
+/ td1(a+ b+ c)dtdx + / td2(a + b+ c)dtdy + / tds(a+ b+ c)dtdz =
0 0 0
1 1
= / (a(tp) + tor(a + b+ c)dtdx + / (b(tp) + td2(a + b+ c)dtdy+
0 0
1
/ (c(tp) + t3(a + b + c)dtdz = df.
0

EXERCISE. 1.17 Diremo che un campo di vettori v, definito su un aperto U C R", &
la derivata locale di un potenziale o ammette un potenziale locale in U se
per ogni p € U esiste un intorno p € V C U ed una funzione g : V — R (chiamata

potenziale) tale che v = V g.

(1) Sia v un campo di vettori come sopra, e sia w la forma differenziale asso-
ciata a v tramite l'isomorfismo canonico. Si mostri che v ha un potenziale
locale se e solo se dw = 0.

(2) Si mostri che v ha un potenziale locale se e solo se V x v = 0.

(3) Sia v il campo di vettori ( attrazione elettrica) :

-1

Si mostri che ha come potenziale locale:

1
1'2 +y2 +22)

g:( 1/2+c, conc € R.
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e che Ayg = 0.
Svolgimento:

(1) Sia v =), a;e’, quindi abbiamo che w = ", a;dz;. Supponiamo prima di
tutto che dw = 0 in tutto U. Sia p = (xo, Yo, 20) € U, come U & un aperto
allora esiste V = B,.(p) C U. Sia g = j;)l > ai((1 —t)p + tg)x;dt, questa

¢ una funzione da V in R.

1 1
:/0 Z(aj((l—t)pﬂq))agdw/o Zt@i(aj((l—t)ertq))dt.

1l fatto che dw = 0 implica che:
81‘&]‘ = ajai.
Utilizzando quest’informazione otteniamo:

0= [ (= tpta)ar+ [ 37 00;(ai((~ Op+ ta)ae =

1
d
= / —a;dt = a;.
o di

Dunque resta dimostrato che dw = 0 implica l’esistenza di un potenziale.
Sia g un potenziale di v, allora abbiamo che 0;;9 = 0;;¢9 per il teorema di
Schwartz. 0;v; = 05,9 = 0;;9 = 0;v;, il che vuol dire dw = 0.

(2) V x v = x(dw), dunque questo ¢ nullo se e solo se dw = 0, dunque se e
solo se v ammette potenziale locale.

(3) Per trovare g, osserviamo che

—x;

— = ie{1,2,3}
(Zj I?)3/2

0ig = v; =
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Integrando in z; otteniamo:

1
9= (Z m2)1/2

dove h; non dipende da x;, ma abbiamo che per ogni 7, j h; = h;, derivando

+hi7

otteniamo che 0;jh; = 0 per tutti i j, dunque h; = ¢ € R. Resta da

mostrare che Asg = 0.

09 = =5+

EXERCISE. 1.18

Una funzione g : R? — R ¢ detta omogenea di grado k se e solo se g(tz,ty,tz) =

trg(z,y, 2), t>0, (x,y,2) € R3. Si provi che:

(1) Se g ¢ differenziabile ed omogenea di grado k, allora abbiamo (la relazione

di Eulero):
xOh1g + ybag + 2039 = kg.

(2) Se la forma differenziale
w = adx + bdy + cdz

¢ tale che a, b, c siano omogenee di grado k e dw = 0, allora esiste f : R3 —

R tale che df = w, con

ax + by + cz

k. keR.
kel <

f=

(3) Se la 2 forma differenziale

o =ady Ndz+ bdz A dx + cdx A dy.
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¢ omogenea di grado k e do = 0, allora esiste una 1 forma ~ tale che

o = dry, dove

(2b — yc)dz + (xc — za)dy + (ya — xb)dz
k42 '

Svolgimento:

(1) Come g ¢ omogenea abbiamo che
gtz ty, tz) = thg(z,y, 2).
Derivando entrambi i membri per t otteniamo:
kt*lg(z,y,2) = %g(tw,ty,tz) = xog(tx, ty, tz)+ydag(ta, ty, tz)+ 2039 (tx, ty, tz).
Questa vale per tutti i ¢ positivi dunque anche per ¢ = 1, il che implica:
2019 + yOag + 2039 = kg.
(2) 1l fatto che dw = 0 implica:
O1b = 02a; J3a = O1¢; Oac = 03b;  (0)
Supponiamo che esista una tale f otteniamo:

df = 0y fdx + Oy fdy + s fdz.

Che implica:

hf= a (1)
hf= b (2
03f= ¢ (3)

Sfruttando il fatto che a ¢ omogenea di grado k e la (1) otteniamo:

ohf=a= %(xala + yO2a + 203a).
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Sfruttando la (0) :

1 1
of= E(xala + yOaa + z03a) = %(x(?la + yO1b+ z01¢) =
1 1
= E(x(“)la +a+ yoib+ z0,¢) — % = E(xala +a+ yohb+ z0:¢) — %

Che implica:
(k+1)01f = 01(za) + 01 (ydb) + D1 (zc).

Da cui:

(k+1)f = (wa+ yb+ 2¢) + H(y, 2).
Ripetendo il ragionamento con b e ¢ otteniamo:
(k+1)f =(xa+yb+ zc)+T(x,z2)

(k+1)f =(xa+yb+ zc) + G(y, ).

Da cui si deduce che H =G =T € R.

(3) Iniziamo con considerare il fatto che do = 0, questo vuol dire:
0 =do = (0ha — O2b + O3¢)dx A dy A dz.

da cui

dra+ 0ob+ B3¢ =0. (0)

Supponiamo che esista v = aydz + a2dy + azdz tale che dy = w.
dy = (01as — Oeaq)dx A dy + (O2a3 — O3a2)dy A dz + (O1a3 — Oza1)dx A dz.

Da cui:
31(12 — 320,1 =cC (1)
(1'2']-) (92@3 - 83a2 = —a (2)

61&3 — 63&1 =-b (3)
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da (1), sfruttando il fatto che a ¢ omogenea, otteniamo:
ka = x0ha + ydea + z03a = —2a + 2a + x01a + yOaa + z03a.

)
(k+2)a = z01a + 02(ya) + 03(za),

in maniera simile si deduce che:
(k +2)b = y0ob + 01(zb) + 05(2b),

(k+2)c = 205¢ + 01 (zc) + Da(yc).
Posti:

(zb — ye) (xe — za) (ya — xb)

ayp = ) a2 = ) az = k+2 )

k+2 kE+2

mostriamo che essi sono una soluzione del sistema di equazioni differenziali

(1.2.1) e questo concludera ’esercizio.

1
Oi1a2 — 0201 = ) (O1(zc) — 01(za) — D2(2b) + Oa(yc)) =
= L (By(x) + Dalye) — 2(Dra+ Bab)) = —— (1 (xc) + Ba(ye) + 205¢) =
_]{}+2 1\xrc 2\YycC z(01a 2 _k—|—2 1\xrc 2\YycC z03C) =
7k+2 B
k42

In maniera simile si verificano le altre due equazioni:

Do — Oy — —— (Da(ya) — o(wb) + Ds(2a) — Ds(wc)) =

k+2
1 k42
=512 (02(ya) + 03(2a) + o(=0sb — Ose)) = a=a
1
81@3 - 83(11 = m (81 (ya) -0 (.Tb) — 83(2[)) + 62(y0)) —
1 k+2
=712 (O1(xb) + 03(2b) — y(d1a + Dac)) = =



CAPITOLO 2

Integrali di linea.

Lo scopo delle forme differenziali é quello di essere integrate. Lo sviluppo generale
di questo argomento avverrd pit avanti nella trattazione, dopo aver discusso sul
“habitat” delle forme differenziali. In questo capitolo vedremo un caso particolare,
ovvero l'integrazione di forme differenziali di grado uno lungo una curva. Questo
caso, per quanto assai restrittivo, ci permette di introdurre il caso generale. Pas-
siamo ora a definire gli strumenti che utilizzeremo durante lo svolgimento degli
esercizi. Lungo questo capitolo, qualora non sia specificato o non sia ambiguo, per
questioni di praticita, visto che opereremo unicamente con uno forme, omettiamo

il grado delle forme differenziali sottintendendo che questo sia uno.

2.1. Definizioni e teoremi sull’integrazione di forme lungo una curva.

2.1.1. Curve ed integrali su curve in R",

DEFINITION 2.1. Una curva in R™ & un’applicazione v : [a,b] C R — R", tale che
sia continua. Una curva ¢ detta differenziabile a tratti, o a pezzi, se e solo se (t) &
differenziabile in [a, b] eccetto, al pitt un numero finito di punti, ove ¢ differenziabile
a destra ed a sinistra. Definiamo la traccia di v(¢) come l'insieme v = 7([a, b]).
Diremo, infine, che v é parametrizzata con la lunghezza d’arco, o ascissa curvilinea,

s se e solo se ||7']|(s) = 1.

DEFINITION 2.2. Un cambio di parametri , per una curva v : [a,b] — U C R, &

un’applicazione differenziabile che sia anche un omeomorfismo!, ¢ : [a/,b'] — [a, b].

LContinua con inversa continua.

45
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Diremmo che questo preserva ’orientazione, o che & positivo, se e solo se questa &

crescente, in caso contrario si dird che inverte l’orientazione, o che é negativo.

Supponiamo di avere una uno forma differenziale w definita su un aperto di R™,
e consideriamo una curva definita sullo stesso. Vorremmo definire l'integrale di w

lungo la curva.

DEFINITION 2.3. Data una uno forma differenziale w su un aperto U C R" ed una

curva v, differenziabile a tratti, definita in U, definiamo l’integrale di w lungo

tj+1
w= E ciw
Fw.
Y 2]

jeJ
Dove {t;};cs € I'insieme dei punti dove ¢ non ¢ differenziabile, tali che t; < t;;q, e

come:

2

G = C‘[tj,tj+1] .

In questa definizione vi & perd una cosa da verificare; infatti, per quanto tutto sembri
chiaro e ben definito, dobbiamo esser certi che l'integrale di una forma differenziale,
lungo la stessa curva percorsa nel medesimo verso, sia lo stesso; in altri termini,
che l'integrale non cambi con un cambi di parametri positivo. Questo ci & dato dal

seguente:

LeEMMA 2.4. Sia v(t) una curva contenuta in un aperto U C R™, sia w una forma

differenziale su U ed infine, sia @ un cambio di parametri. Allora abbiamo che:

Lo L
(®) Y((®)

se peé un cambio di parametri positivo, qualora fosse negativo abbiamo:

[ o=f w
y(t) Y(e(t))

2Per esser chiari se ¢ = (z1(t),...,za(t)) e w = >;aidrs;  allora cjw =
S ai(@1(t), ..., za(t) L dt.
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DIMOSTRAZIONE. Sia ¥(t) = (x1(t),...,z,(t)) e w = >, a;dx;; dato un cambio di
parametri ¢ : [¢,d] — [a, D], tale che sia una riparametrizzazione negativa, abbiamo

che:

b n '
[ o= [ S a0l S -
~(t) a ;—1 t

= S a;\T T X T dl‘ldﬁ T = — w
= [} Satnte) o == [

nel caso di riparametrizzazione positiva si procede in maniera analoga, con 'uni-

ca differenza che nel terzo passaggio fdc é sostituito da fcd e dunque nell’'ultimo

passaggio non vi sara il segno meno. O

Nel seguito denoteremo v la traccia della curva «(t) e —v la traccia della curva
percorsa in senso opposto. Dopo questa piccola finestra sulla notazione, andiamo
ora a definire una forma differenziale esatta e di forma differenziale chiusa, ed a

trovare delle condizioni necessarie e sufficienti perché una forma differenziale lo sia.

2.1.2. Forme differenziali chiuse ed esatte.

DEFINITION 2.5. Sia w una forma differenziale definita su U. Questa é detta esatta
in un aperto V' C U, se e solo se esiste una funzione differenziabile, f : V' — R, tale

che w =df in V. Mentre ¢ detta chiusa se e solo se dw = 0.

D’ora in avanti w = ), a;dx; sara una forma differenziale definita in un aperto U di
R"™. Vediamo delle condizioni necessarie e sufficienti perché una forma differenziale

sia esatta.

PROPOSITION 2.6. Data w, le condizioni sequenti sono equivalenti:

(1) w ¢ esatta in un aperto connesso V C U.
(2) f,yw dipende unicamente dai punti iniziali e finali di v CV.

(3) lintegrale lungo una curva chiusa v C V, denotato ﬁy w, & nullo.
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DIMOSTRAZIONE. Se w & esatta in un aperto connesso V, allora in V vale w = df,

da cui, data una curva v : [a,b] — V, otteniamo:

Aw:Adszbw*de/lbd(v*f)=f(7(b))—f(7(a)),

dunque (1) = (2). Supponiamo che valga (2). Una curva chiusa v puo essere
scritta come unione di due curve, § e 8, una che va da vy(a) ad un certo v(c) e l'altra

che va da ~v(c)verso v(a), risp. Dunque —3 va da v(a) a y(c), per ipotesi:

foef o=

da cui, per la linearita dell’integrale:

po=[us[w=0

Quindi (2) = (3). Per concludere é sufficiente mostrare che (3) = (1).
Che (3) = (2) ¢é ovvio per quanto detto precedentemente, quindi ¢ sufficiente
dimostrare che (2) = (1) e la proposizione ¢ dimostrata. Fissiamo un punto
p € V, per ogni punto 2 € V, poiché V ¢ un aperto connesso in R"3, esiste una
curva y* che unisce p a z, poiché 'integrale di w dipende unicamente dai punti

iniziali e finali della curva, resta ben definita:

per concludere la dimostrazione é sufficiente mostrare che 9;f = a;, in quanto

df =", 0; fdz;. Consideriamo la curva
ci(t) =x+te;, te(—¢¢)
con ¢ abbastanza piccolo per permettere a (z + te;) € V, dunque:

0uf () = lim e (f( + ter) — f(x)} =

3E dunque, connesso per archi. Questo fatto non verra dimostrato.
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it f -4

Abbiamo inoltre un teorema che lega l’essere esatta di una forma con il fatto di

esser chiusa.

THEOREM 2.7. Data w una forma differenziale su un aperto U, si ha che questa é
chiusa se e solo se é localmente esatta; ovvero che per ogni p € U esiste un intorno

V' ed una funzione differenziabile f :' V — R, tale che in 'V si abbia df = w.

DIMOSTRAZIONE. Se w é localmente esatta per ogni punto p esiste un intorno V,

tale che esista f: V — R per cui vale:

dfy = wq,

per ogni ¢ in V. Dunque dw, = d(df,) = d*f, = 0, e questo vale per ogni p quindi
é chiusa. Viceversa supponiamo che w sia chiusa; allora consideriamo un punto p
di U, essendo quest’ultimo aperto, esiste un ¢ tale che V' = B.(p) C U. Per la 2.6,
abbiamo che l'integrale di w lungo una qualsiasi curva aperta non dipende che dai
punti iniziali e finali della curva. Consideriamo ora un punto z € V, definiamo la
curva seguente:

2 [0,1] = Vit te+ (1 —1¢)p,

fatto cio definiamo:

f:V—)]R:;E»—)/ w.

x

Posta w = Y| a;dz;, allora vale:

1 n
_ a/ > a0ty =) + 0| dt =
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= [ [ dasntontte; — ) +as | de =
j=1

facciamo notare che la condizione dw = 0 implica la condizione 0;a; = 0;a;, detto

questo proseguiamo ottenendo:

1 n
:/0 Zajai(%(t))t(xj—pj)+ai dt =

1
:/0 [célltai(%(t))t+ai(%(t)) dt =

1
d
— [ 5 @l d =1 ai(@) ~ 0 ai(p) = as(0).
0
Questo prova il teorema. (I
Grazie a questo teorema possiamo definire I'integrale di una forma differenziale
esatta lungo una curva che sia semplicemente continua a tratti;

DEFINITION 2.8. Sia w una forma differenziale esatta, sia f tale che df = w. Data

una curva 7y(t), continua a tratti, siano {¢;};c; i punti di discontinuita, definiamo:

/w = Z[f(tjﬂ) — f(t)].

jeJ

Vorremmo ora vedere quale é il rapporto tra gli integrali di una forma differenziale
lungo due curve che siano una la “deformazione continua” dell’altra. Ma prima di

tutto definiamo in maniera rigorosa quest’ultimo concetto.

DEFINITION 2.9. Due curve continue, 1,72 : [a1,a2] — U C R", che hanno stessi
punti iniziali e finali, ovvero ~;(a;) = 72(a;), si dicono omotope se e solo se esiste

una mappa continua
(2.1.1) H :la1,a2] x [0,1] = U : (s,t) — H(s,t) = Hy(s),
tale che

(2.1.2) Hiy1(s) = 7i(s)
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e che
(2.1.3) Hi(ai) = 7 (ai),

con i € {1,2}. Per ogni ¢ abbiamo una curva continua che va dal punto iniziale di
v1 a quello finale di v;. Qualora lasciassimo cadere la condizione (2.1.3) e, inoltre,
lasciassimo variare i punti iniziali e finali delle curve, diremo che le curve sono

liberamente omotope.

2.1.3. Integrali di forme differenziali chiuse. Si dimostra che l'integrale

di una forma differenziale chiusa é invariante per omotopie. Ovvero:

THEOREM 2.10. Sia w una forma differenziale chiusa definita su un’insieme aperto

U CR™. Siano inoltre v1,7v2 due curve omotope e continue in U. Allora

/w:/ .
71 72

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo con il richiamare il teorema, 2.7, ovvero w chiusa implica
w localmente esatta. Sia H : R = [0,1] x [a,b] — U Pomotopia tra vy; e 7o, sia
inoltre {B; };cr un ricoprimento di H(R) di bolle tali che wsia esatta in ciascuna di
esse; dunque {W; = H~1(B;)}ies risulta essere un ricoprimento di R. Poiché R é
compatto allora possiamo estrane un sotto ricoprimento {W;};escs finito. Inoltre
esiste un numero d, tale che per ogni sottoinsieme X di R tale che sia contenuto
nella bolla di raggio d, esisterd un ix € J tale che X C W,,. Dividiamo R in
tanti rettangoli, tuttavia un numero finito di essi, con lati paralleli agli assi, tali che
il loro diametro sia inferiore a d; questo & equivalente a trovare una suddivisione
{t:}icm di [0,1] e una {s;};jecx di [a,b]. Chiamiamo R;; il rettangolo avente per

estremi (s;,t;), (Si,tj41), (Si+1,%;) € (Sit1,tj4+1) denotiamo inoltre:
@i [0,1] = Rt (t-s;+ (1 —t)s;, L),

ﬂjyi : [0, 1} —R:t— (Sj,t “tiv1 + (]_ — t)ti).
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Poiché w é localmente esatta, allora faR‘ “w =0, da cui:
7,7

O:Z/ w:Z[/ w—/ w—l—/ w—/ w],
i Y ORi; i LY i Qi g1 i, Bi+1,

notiamo che i lati degli R; ; che stanno all'interno di R vengono percorsi due volte
e in senso opposto dun que si elidono a due a due e, detta «q il segmento che va
da (0,a) a (0,b), a; il segmento che va da (1,b) a (1, a), By il segmento che va da

(0,a) a (1,a) ed infine 31 il segmento che unisce (1,5) con (0, b), cid che resta é:

/er/wf/wf/w:O,
aq 0 [e5] 1

poiché le curve H(a,t) = By e H(b,t) = 1 sono ridotte a dei punti, allora:

/vw:O, je{0,1}

Bj

/w:/w:/w:/w.
Y1 aq (63} V2

da cui:

Piu in generale otteniamo la seguente:

PRrOPOSITION 2.11. Sia w una forma differenziale chiusa definita su un’insieme

aperto U C R™. Siano inoltre v1,7v2 due curve liberamente omotope e continue in

71 2

In particolare se la curva 1 é omotopa ad un punto:

/w:O.
Y1

DiMOSTRAZIONE. La dimostrazione € identica a quella precedente, solo che anzi

U. Allora

che aversi:

/w:(), je{0,1}

Bj
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foe= e
1 Bo

da cui resta provato il teorema. O

si ha semplicemente che

DEFINITION 2.12. Sia U un sottoinsieme aperto di X, spazio topologico. Diremo
N . 4 . .

che questo é connesso se e solo se non esistono due aperti®, diversi dal vuoto e da

U, tali che la loro unione sia U e la loro intersezione sia il vuoto. Invece diremo che

questo é connesso per archi se e solo se esistono dati due punti qualsiasi esiste una

curva che li unisce e che sia totalmente contenuto nell’insieme. Infine Diremo che

U é semplicemente connesso se date due curve 7; e v omotope in R™, contenute

in U, esiste un’omotopia Hy(s) tale che V¢ abbiamo H, C U.
Abbiamo inoltre il seguente:

PROPOSITION 2.13. Abbiamo le sequenti catene di implicazioni:

U semplicemente connesso =—> U connesso per archi = _U connesso.
DIMOSTRAZIONE. Omessa. (]

Tornando alle forme differenziali, abbiamo il seguente risultato, la cui dimostrazione

fa utilizzo dei risultati precedenti sull’integrazione di forme differenziali.

THEOREM 2.14. Una forma differenziale chiusa su un aperto semplicemente con-

nesso € esatta.

DIMOSTRAZIONE. In un aperto semplicemente connesso, ogni curva chiusa 7y &€ omo-
topa ad un punto da cui, per il teorema2.11, ﬁy w = 0. Per la 2.6 e per la 2.13, si

ha che w é esatta. O

Un’altra applicazione dell’invarianza per omotopie dell’integrale, & quella alle fun-
zioni olomorfe. Diamo anzitutto qualche definizione preliminare.

4Vedi il capitolo 3.
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DEFINITION 2.15. Data una funzione F : U C R? — R? differenziabile. Diremo
che p € U ¢ uno zero per F se e solo se F'(p) = Ogz. Sia p uno zero per F, diremo
che questo ¢ isolato se e solo se esiste un intorno V di p tale che Vz € V\{p}
vale F(z) # Og2. Uno zero & detto semplice se e solo se dF, ¢ non singolare.
Dato uno zero semplice, p, di F' questo é detto positivo, o negativo, a seconda che

Det(dF,) > 0, o Det(dF},) < 0, rispettivamente.

Facciamo notare che per il teorema di inversione locale, citato pitl avanti®, allora

uno zero semplice é isolato.

DEFINITION 2.16. Sia F : U C R? — R? : (z,y) — (f(x,9),9(z,y)), un’appli-
cazione differenziabile e D C U un disco tale che nel cerchio 9D, bordo di D, non
siano contenuti zeri di F'. Considerata la forma differenziale:

_gdf — fdg

9:
fP+g

)

definita per tutti i punti che non siano zeri di F, detto numero di avvolgimento,
definiamo 'indice di F in D come:

(F; D) 1 / 0
n(F;D) = — .
’ 21 Jop

Abbiamo la seguente:

PROPOSITION 2.17. Sia F : U C R? — R? : (2,9) — (f(x,9),9(x,y)), un’appli-
cazione differenziabile e D C U un disco tale che nel cerchio 0D, bordo di D, non

siano contenuti zeri di F'. Allora abbiamo che:
n(F;D) € Z,

e inoltre

n(F;D)#0 = 3ge€ D: F(q) = Oge.

5Vedi Teorema 3.19.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che non esista un tale g, allora, detto p il centro del

disco, consideriamo una funzione H : [0,27] x [0,1] — R?*\{Og:} data da:
H(s,t) = F((1 = t)y(s) +tp),

con 7 una parametrizzazione del bordo di D. Questa ¢ un’omotopia libera tra il

punto F(p) e F o+, dunque:

1 1
n(F;D):—/ 0=— w=0,
2 Jap 27 JFoy

assurdo. O

PROPOSITION 2.18. Siano Fi,F, : U C R? — R? : (z,9) — (f(x,9),9(z,v)),
un’applicazione differenziabile ¢ D C U un disco tale che nel cerchio C = 0D,
bordo di D, non siano contenuti zeri di Fy o di F5. F inoltre esista una mappa
continua H : C' x [0,1] — R*\{0g2}, con H(q,0) = Fi(q) e H(q,1) = Fy(q), infine
H(q,t) # 0, allora:

n(Fy; D) = n(Fy; D).

DIMOSTRAZIONE. Segue subito dalla precedente e dal fatto che le curve F; o C e

F5 o C sono liberamente omotope, tramite

K(s,t) = H(C(s),1).

Una delle pit interessanti applicazioni dell’indice é attribuita a Kronecker, ed &
quella illustrata nel teorema 2.20, ma prima di vederla diamo il seguente lemma
che, oltre ad esser necessario per la dimostrazione del teorema, potrebbe rivelarsi

utile nel seguito.

LEMMA 2.19. Sia F : U C R? — R? : (2,9) = (f(z,y),9(z,y)), un’applicazione

differenziabile e D C U un disco tale che nel cerchio 0D, bordo di D, non siano
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contenuti zeri di F. Supponendo che F abbia un unico zero semplice in p € D,

allora

n(F; D) = ¥1,

a seconda che Det(dF,) < 0 o Det(dF,) > 0.

DIMOSTRAZIONE. Senza ledere alla generalita possiamo porre p = Ogz. Sviluppan-
do secondo Taylor in un intorno di p la funzione F', fino al primo ordine, possiamo

scrivere:

F(q) = dF, - ¢+ R(q)lql,

con R — 0. Consideriamo 'applicazione:
H(q,t) = dF, - q+ (1= t)R(q)lql,

con g € U et e [0,1]. Iniziamo con il mostrare che esiste ¢ > 0 tale che per ogni

q # Og2 tale che |g| < ¢, si abbia, per ogni t, H(g,t) # Ogz. Posto C' = 6 per

_ 1
|dF, |
ogni ¢ si ha:

_ _ 1
lal = |dF, dFyq| < |dF,|dFyg] = ldFyl,
da cui si ottiene: |dF,q| > C|q|. Sia ¢ tale che Vq € D, (p) valga |R(q)| < &, questo
—0
esiste poiché R q—) 0, allora se g # p, si ha:

|H (g, 1) = |dFpq + (1 = t)R(q)|ql| =

C
> |dFyq| — (1 = t)|R(q)|lq| = Clq| — §|q| > 0.

Allora H(C(s),t) & una omotopia libera tra F o C' e dF, o C, dunque n(F,D) =
n(dF,, D). Poiché dF, & biunivoca allora I'immagine di un cerchio fa al pia un giro

attorno all’origine; piu rigorosamente:

n(T, D) = +1.

5Dove, data A € R™", con |A| si indica la norma indotta dalla norma || - ||, data da:

|Al = sup [|Az]].
llzl|=1
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d

THEOREM 2.20. Siano F' e D come nel lemma 2.19. Supponendo che F' abbia solo

zeri semplici in D, abbiamo:
n(F;D)=P— N,

dove Pé il numero di zeri positivi di F' e N ¢ il numero di zeri negativi della stessa.

DIMOSTRAZIONE. Dividiamo D in pit domini tali che i lati in comune di questi
siano percorsi nei due sensi e che ciascuno di questi contenga al pitt uno zero.
Diciamo i bordi di questi domini ~; , abbiamo che:

/E]\Dezz:/ 0=> (+1)=P—N.

i Y i

Concludiamo questa prima sezione del capitolo facendo un piccolo richiamo di no-
tazione che verra utilizzata nel seguito, a partire dallo svolgimento degli esercizi
del presente capitolo. Siano r € R e C € R", indicheremo con B}'(C) l'insieme
{z € R"|||x — C|| < r}, salvo specificazioni che saranno ristrette solamente ai sin-
goli esercizi. Qualora si chiara dal contesto sopprimeremo dalla notazione 'indice
relativo alla dimensione, al raggio o al centro. Mentre indicheremo con D}'(C) la
chiusura di B,.(C) . Ed infine con S?~1(C) = D*(C)\B?(C), e "' = S7(Ogn).

Facciamo infine notare che S?~1 C R™.

2.2. Risoluzione degli esercizi.

EXERCISE. 2.1

Si mostri che w = 2xy3dx + 322y%dy ¢ una forma differenziale chiusa e si calcoli

fcw. Dove ¢ & 'arco della parabola y = 2% da (0,0) a (x,y).
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Svolgimento:

Siano P = 2zy3, Q = 3x2%y?%, per mostrare che wé chiusa basta mostrare che 9,Q =
oy P,
Oy P = 621> = 0,Q

dunque é chiusa. (I

‘ 4 3 4 3
= 418 £ 3107dt = =49 4+ Z471F = It 4+ 2 37
Jo= [ e+ 30yt = 560+ 207 = ot + o

dove y = z2.00

EXERCISE. 2.2

(1) Si mostri che se w ¢ una uno forma differenziale definita in U C R",

v : [a,b] — U una curva differenziabile e |w(y(t))] < M, per tutti i

/w‘ < ML.
.

Dove L é la lunghezza della curva.

t € [a,b], allora

(2) Sia w una forma differenziale chiusa in R?\{0}. Supponiamo che sia limi-
tata, ( cido vuol dire che tali sono i suoi coefficienti,) su un disco centrato
nell’origine. Si mostri che w & esatta in R?\{0}.

(3) Simostri che il risultato del punto 2 si puo ottenere anche con le seguenti
ipotesi:

dw =0

lim /2?24 y?w =0.

z2+4+y2—0

Svolgimento:
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(1) Cominciamo con il ricordare che la lunghezza di una curva differenziabile

:/st:/ab I (£)|dt.

v a,b] = R™ é:

Ora vediamo che:

/f’ = / (1)) (1.

Da cui:

b
y g/ () -+ ()] dt = /|w DI (1) dt <

b
g/ My (0)|dt = ML,

(2) Sia w =3, a;dz;, definiamo

1
z) = /0 (Z; a;i(tz)z;)dt

dove l’integrale presente nella definizione di f & un’integrale improprio;

ovvero dobbiamo intendere f definita da:

flx) =lim Zaz (tx)x;)d

Quindi dobbiamo dimostrare che f é ben definita; per mostrare questo &

sufficiente mostrare che, a x = (21, z2) fissato, vale:

1
JREm

)

lim < My € R.
e—0

Siano M; € R tali che |a;| < M; in un intorno di Og~, e sia M = max;{M;},

allora si ha:

lim /1(2 a;(tx)z; )| dt <

e—0

<£Z—%/ ‘Zalmxl
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[ 7

1
<tim 37 Mifaat < tim | (Y fel) + 21 (Y )| <
=MD |as]) = M.

Facciamo notare che f — 0 quando « — 0, possiamo dunque porre 0 come
valore di f in 0. Dunque f risulta esser ben definita, dobbiamo mostrare

che 0, f = a;.

oif :ai/o (Zai(m)l‘i)dtz

1 1
= limo; (Z a;(tx)z;)dt = lim Z Oiaj(tx)te; + a;(tx) | dt =
J

e—0 c ; e—0 c

= lim 1 (;t [ai(tx)]t—l—ai(tx)) dt = lim 1 {d (a; -t)] dt =

e—=0 /. e—0 [, dt

= é% [a;(z) - 14 a;(ex) - €] = a;(x).

Dove tra il quarto ed il quinto passaggio si € sfruttato il fatto che 0;a; =
0ja; € conseguente al fatto dw = 0, e tra il penultimo e I'ultimo il fatto
che, poiché q; ¢ limitata in un intorno di 0, iilz(l)ai(ex) e =0.

(3) Per mostrare questo punto si utilizza sostanzialmente lo stesso procedi-
mento del punto precedente; 'unica differenza, una volta definita f, sta
nel dimostrare che f & ben definita e che ii_?;/%ai(sx) & = 0. Iniziamo con

il rimarcare che lim |[|z|lw = 0, implica:
llz|l2—0

lim ||z]la; = 0,
llzl|—0

per ogni ¢ € {1,2}. Inoltre poiché a;||z|| é una funzione continua in
R™\{Og~}, ed ammette limite per ||z|| — 0, allora é limitata da una
costante M in un intorno dell’origine. Dato € > 0, ad z fissato e non nullo
vale:

timai(ea)ellell =, ) m @l
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da cui:
lima;(ex)e =0,
e—0

questo ci garantisce, utilizzando lo stesso ragionamento del punto prece-

dente, che qualora f risulti ben definita valga:
8zf = a;.

Inoltre abbiamo che ||z|[y < y/nf|z||2, indicando ||z||, = />, 2}, e

l|z|[x = >, =], dunque:

/8 1(2 as(tx)zs)dt

lim dt <
e—0

< ézj(l)/e ‘(Z a; (tz)w;)

1 1
<l ; <l ; <
<tim [ S laste el < tim 3 [ fasin)lolact <
< vnlimM — Me = /nM.
e—0

Quindi abbiamo ancora che f é ben definita e questo conclude I’esercizio.
EXERCISE. 2.3

Si consideri la forma differenziale w, data da:

ew
w= m[(w cosy +y seny)dy + (x seny — y cosy)dx],

definita in R?\{0g2}.
(1) Si mostri che w pud esser scritta come:

w = e”cosy wy + e"seny d[log(r)],

dove wq ¢ I’elemento d’angolo in Oz e 7 = y/x2 + y2; inoltre si calcoli che
dw = 0.
(2) Simostri, sfruttando il terzo punto dell’esercizio 2.2.3, che w —wy & esatta.

(3) Si calcoli fv w con v una curva semplice e chiusa di R*\{0}.
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Svolgimento:

(1) Ricordiamo che I’elemento d’angolo wy e dato da

_zdy ydx
_x2+y2 x2+y2’

e r = /22 + y2. Dunque, si ha:

(x cosy + y seny)dy + x267+y2(m seny — y cosy)dr =

wWo

w = -
x? 4 y?

x x

e
$2+y2(a: cosy dy — y cosy x)+x2—|—y2 (y seny dy + x seny dx)
e’ e
= ———wo oS — (y dy + z dx) seny.
PR y+$2+y2(y Y+ x dz) seny

Ora calcoliamo:
1 1
dllog(r)] = =dr = = (Oyrdx + dardy) =
r r

1/ Y 1
1
= ——— (zdz + ydy) .

Da cui deduciamo:
w = e”cosy wg + e"seny d[log(r)].
adesso dobbiamo calcolare dw, che ci da:

dw=d (a:Qj—yQ[(w cosy +y seny)dy + (x seny —y cosy)dx]) =

EI

= {81 Lﬁj‘zﬂ(x cosy +y seny)] — 0O { (z seny —y cosy)dz] } dz Ndy =

x2 492
1
= e"[0}log[r]cosy + O12log[r]seny + ﬁ(x cosy + y seny)|dz A dy+
€ )

+e”[—01alog[r|seny — %_Fchosy + d3log[r|cosy — ﬁseny]dm Ady =

= e"[0%log[r] + O3log[r]|cosy dx A dy.
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Considerato che:

)

. 2 2 _ o, )it [p2 — 42
a?zog[r]:ai[ Ti }:%”2 2z; _ (=)™ [zy — @3]

e N C s R € )
otteniamo dw = 0.
(2) Innanzitutto abbiamo che d(w — wy) = dw — dwy = 0. Andiamo a

considerare w — wy, questa é data da:

o= [e* ( + ) — z] dy+
w w e (T cos Sen xr
0= y +y seny y
TR - e ( - ) +yldx = adz + bd
e (T sen COS X aaxr 3
5 y —ycosy) +y y

inoltre si ha che lim a;dx; = 0 se e solo se lim a; = 0, dunque é sufficiente
r2—0 r2—0

controllare che tendano a zero, per r2 che tende a zero, i coefficienti a e
b. Iniziamo con il mostrare che a tende a zero.
lim ——— [e*(x seny — y cosy) + y] =
r2—022 + y2 [e( )+l
passando in coordinate polari’:

rcos@(

= lim — e rcosfsen(rsenf) — rsenficos(rsen)) — rsenf] =

r2—0r

= lgimoly/ [ercos?(cosBsen(rsent) — senbcos(rsend)) — senf] =
r2—

[ercosa

= lim sen(6 — rsenf) — senf| = senfl — senfl = 0

r—0

In maniera identica si mostra che l2z'mb = 0. Questo conclude la di-
r2—0

mostrazione.

(3) Iniziamo con il far notare che -(ﬁv w—wp = 0, da cui:

27 27
ygw:ygwoz/ 'y*w():/ dt = 27,
el el 0 0

7i] passaggio ¢ dato da:

r = rcos
y= rsend
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poiché la curva é semplice, piana e chiusa, e non contiene lo zero.
EXERCISE. 2.4

Sia w una 1-forma definita in un aperto U C R™. Supponiamo che 'integrale lungo

una curva chiusa v di omega sia un numero razionale. Si provi che w & chiusa.

Svolgimento:

L’ipotesi puod esser sintetizzata come:

ﬁwe@.

Consideriamo p € U, allora esiste un reale r tale che V,, = D,(p) C U. Poiché
D,(p) é semplicemente connesso dunque una qualsiasi curva chiusa & omotopa ad
un punto, in particolare i bordi dei dischi di raggio € e centrati in p sono omotopi

tra loro ed a p. Esiste dunque una funzione continua H tale che:
H:[0,7] x [0,27] =V,

(p, 1) = (pcos(t) + p1, psen(t) + pa),

questa é continua, dunque altrettanto continua é la funzione che a p € [0, r] assegna

faDp w, diciamola ¢, inoltre vale:

limo(p) =0,

ma ¢ : [0,p] — Q, per ipotesi dunque deve aversi necessariamente ¢ = 0, quin-
di I'integrale lungo qualunque circonferenza in Vp,é nullo. Questo ci permette di

concludere che wé localmente esatta, e di conseguenza chiusa.
EXERCISE. 2.5

Siano U,V C R™ due aperti semplicemente connessi tali che V' N U sia connesso.

Sia w una forma esatta sia in U che in V. Si mostri che w & esattain U U V.
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Svolgimento:

Per concludere I’esercizio ¢ sufficiente provare che I'insieme U UV & semplicemente
connesso. Infatti dato che la forma w é esatta in U e in V allora essa é anche chiusa
in U ein V, questo implica che é chiusa in UUV. Sia = una curva chiusa, possiamo
supporre che sia semplice senza ledere alla generalita, in U U V', supponiamo che
essa non sia omotopa ad un punto. Essa non pud essere interamente contenuta
né in V, altrimenti sarebbe omotopa ad un punto, né in U, per la stessa ragione.
Dunque esisteranno p, g € v tali che p € V\U e g € U\V, dividiamo + in due curve
7 i [a, 0] 2 U UV e :[a,b] = U UV, la prima che congiunge p a ¢ e la seconda
che congiunge ¢ a p. 1l fatto che v non sia omotopa ad un punto é equivalente al
fatto che 77 e 72, non sono omotope. Inoltre ciascuna di queste due curve ha un
punto ¢; in U N V; essendo questo connesso ed aperto esiste un arco che unisce ¢;

a+b

a gz, diciamolo 8. Siano 7; : [a, Pl =Ue SR

a+b

42,b] — V, rispettivamente, i

segmenti di ; che uniscono p a ¢; e ¢; a z; le curve ’yy) e ’yéi) sono liberamente
omotope in quanto contenute in uno dei due insiemi U e V. Sia H; 'omotopia che

porta ’ygi) in fyéi), possiamo supporre H,(s, “74”’) = ¢; definiamo:

H:[0,1] X [a,b] = U UV,
come:
H(s,t) = Hl(s,t)]l[a’aTﬁ»b)(t) + HQ(S,t)H[aTer’b] (t).
e questa & un’omotopia tra 1 e ys.
EXERCISE. 2.6

Gli integrali di linea sono abbastanza utili nello studio di funzioni complesse f : C —
C. Qui il piano complesso C verra identificato con R?, ponendo z = z + iy uguale
a (z,y). Diventa utile introdurre la forma differenziale complessa dz = dx + idye
scrivere:

f(z) =u(z,y) +iv(z,y) = u+iv.
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Allora la forma differenziale complessa:
f(2)dz = (u+iv)dz + (iu — v)dy = (udx — vdy) + i(vdz + udy).
Possiamo dunque definire:

/f(z)dz = /(udx —ody) + 1 /(vdm + udy).
Assumendo che u,v € C*(R?), diremo che f ¢ olomorfa se e solo se:
Ou = 0yv, O1v = —0su.
Si mostri che:

(1) f e olomorfa se e solo se le parti reali ed immaginarie di f(z)dz sono
chiuse.

(2) (Teorema di Cauchy) Se f & olomorfa in un dominio semplicemente con-
nesso U C C e « una curva chiusa in U, allora fv f(z)dz = 0.

(3) Se fé olomorfa, la funzione f'(z), detta derivata di f in z, data dall’e-
quazione:

df = du —idv = f (z)dz.
¢ ben definita e f/ = O1u — 10u.
(4) Se f ¢ olomorfain U C Ce f (2) # 0, z € U, allora tutti gli zeri di f sono
semplici e positivi, inoltre, se D C U ¢ un disco tale che non ci siano zeri
di f sul suo bordo, allora:

n[f, D] L/ ﬁ

" 2mi Jop f
Svolgimento:

(1) La parte reale di f(z)dz & data da (udx — vdy), questa forma é chiusa se
e solo se:

81(*1)) = Oou <= Oou = *81’0,
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mentre la parte immaginaria di f(z)dz, data da (udy + vdz),e chiusa se e
solo se:

31@6 = 821}.

questo implica che f & olomorfa se e solo se le parti reale ed immaginaria
di f(z)dz sono chiuse.

(2) Poiché f & olomorfa abbiamo, dal punto precedente, che le parti reale ed
immaginaria di f(z)dz, diciamole R(f) e J(f) sono chiuse e dunque esatte

in U, da cui:

ﬁfdz=£m<f>+ig§3<f):o+i.ozo.

(3) Calcoliamo il df, questo é dato da:
df = du + idv = O1udx + drudy + i[Oy vdx + davdy] =

= [O1u + i01v]dx + [O2u + i09v]dy = [Ohu — iDau]dx + [Dau + 10 uldy =
= [O1u — i0quldz + i[01u — 102u]|dy = (O1u + i(—02u))(dx + idy) =
- f()d,

con f = dyu — idyu, ben definita.
(4) Per avere che gli zeri siano semplici e positivi ¢ sufficiente provare che

Det(df) # 0, ma Det(df) = (O1u)? + (Bau)? > 0. Inoltre, calcolando %

f7
si ha:
df _du+idv _ (u—iv)(du+idv) _
f o ou+iv u2 + v? B
_udu + vdv Z_udv —vdu 12udu + 2vdv Z_udv —wvdu
u? + v? w402 2 w2402 u? + v?
1 9 oy . .udv—uvdu
= id(log(u + v )+ZW7
dunque:
af 1 9 oy . [udv—uvdu . [ udv—vdu

EXERCISE. 2.7
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Si consideri la forma:

~ 2(2? —y? - 1)dy — 2zydx
(22 +y2 — 1)2 + 442

)

definita in R?\{p1,p2}, con p; = ((—1)"*1,0). Siano inoltre Dy e Dy due dischi tali

che py € D1, p2 € Dy e p1 ¢ Do, p2 ¢ D

(1) Si mostri che:

1 1
w = 17 —_— w = —1
27T 8D-

271' 8D,
Con 9D; orientato in senso antiorario.

(2) Si concluda, per omotopia che l'integrale di w lungo la curva « in figura,

con 'orientazione indicata, & 4.

73 e
g gy

Svolgimento:

(1) Iniziamo a considerare w, vediamo:

2(2? —y? — 1)dy — 2zyde
(22 +y? —1)2 + 4y?

_2(2?+y? — D)dy — 2y(2udx + 2ydy) (2% +y? — 1)d(2y) + 2yd(z? + y* — 1)

(2 +y? —1)? + 4y? (z2 +y? —1)2 + (29)? ’
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dunque questo non ¢ altro che il numero di avvolgimento di F' = (22 +

y? — 1,2y), dunque per il teorema di Kronecker abbiamo che:

1 1

w=1, w=-—1.

271' 8D, 271' 8D,

(2) Inoltre possiamo considerare v come divisa in due curve v, e 72, una ¢ la
parte che sta nel semipiano delle ascisse positive e l’altra nel semipiano

delle ascisse negative, abbiamo che:

po=ford
vy 71 72

inoltre per omotopia abbiamo che:

}5 w = (—1)”1&15 w=(=1)"*"'2m,
Yi oD;

da cui:

EXERCISE. 2.8

Si mostri che se F': U C R? — R? soddisfa la proprieta: —F(q) = F(—q), per ogni
q € D C U, con Dun disco tale che 9D non contenga zeri di I e sia centrato in

Ogz; allora n(F, D) é un numero dispari e esiste uno zero di F' in D.

Svolgimento:

Iniziamo con il notare che F(Ogz) = —F(Or2) dunque Og2 ¢ uno zero di F. Inoltre
supponiamo che ¢ sia uno zero di F allora —¢q € ancora uno zero di F', dunque il
numero totale di zeri di F', differenti da Oz € pari. Dunque sia gli zeri positivi che
gli zeri negativi sono in numero pari, oppure gli zeri positivi e gli zeri negativi sono
entrambi in numero dispari, escludendo sempre Ogz. In entrambi i casi N — D &

pari dunque sia N — D 4+ 1 che N — D + 1 sono dispari e dunque é dispari n(F, D).

EXERCISE. 2.9



2.2. RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI. 70

(Integrali di linea di campi di vettori) Sia v un campo di vettori definito in un
aperto U di R™. Alla fine del capitolo 1, nella parte relativa alla teoria, abbiamo
associato ad un campo di vettori v una forma differenziale w =< v >, data da

w(u) =< v,u =, per tutti gli u di R™. Sia v : [a,b] — U una curva differenziabile a

/vz/w=/<v>,
2l ol ol

in questo modo possiamo trasferire i risultati del presente capitolo in proprieta di

tratti. Definiamo:

integrali di campi di vettori lungo curve. Per esempio:

(1) Si assuma n = 3, che U sia un aperto connesso e che V x v = 0(, si veda
anche Desercizio 1.14). Si mostri che esiste una funzione f : U — R, tale
che V f = v(, si veda 'esercizio 1.12,) e che per ogni curva 7 che congiunge

i punti p; e ps, si abbia:

L v=Fp2) — f(p1).

( Se v fosse un campo di forze allora f, o meglio —f, ¢ detta energia
potenziale di v ed il lavoro fatto da v per portare il corpo da p; a ps € la
differenza di potenziale tra i due punti.)

(2) Sia la situazione come in (1), se si suppone che V - v = 0 allora si ha che

f & una funzione armonica, ovvero:

Asf =0.

Svolgimento:

(1) Iniziamo con l'osservare che V x v = 0 implica che la forma differenziale
associata a v, data da < v >= ), a,dz;, dove v = >, ae;, & tale che
dw = 0, dunque, visto che U é semplicemente connesso, é esatta. Ovvero

esiste una funzione f tale che df = w. Dall’esercizio 1.12 abbiamo che V f
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¢ il campo di vettori tale che < V f,u == df[u] = w[u] =< v,u >, questo
per ogni u, dunque V f = v.
(2) Nel caso V-v =0, allora V- (V f) =0, ovvero:

EXERCISE. 2.10

Sia w una 1 forma differenziale definita in U C R2. Un fattore di integrazione
locale in p é una funzione g : V- — R, definita in un intorno V' C U di p, tale che
la forma gwsia esatta in V. Ovvero tale che esista f : V — R tale che df = gw. Si

mostri che se w, # 0 allora esiste un fattore di integrazione locale.

Svolgimento:

Supponiamo che w, sia non nulla, allora esiste un campo di vettori v, non nullo in
un intorno V' di p, tale che w[v] = 0 in V. Consideriamo il sistema di equazioni
differenziali dato da:

0if[vl(z) = 0 = wlv](x),

questo ammette soluzione f in un intorno di p, possiamo supporre che questo sia
esattamente V. Dato un campo di vettori u, supponiamo che anch’esso sia tale che

wlu] =0 in V, allora v; = gu;, con g non nulla in tutti i punti di V.



CAPITOLO 3

Varieta differenziabili.

In questo capitolo verra introdotto uno dei concetti di base della geometria dif-
ferenziale, quello di varietd differenziabile. Questa non € altro che lo “spazio” dove
andremo ad operare e il naturale “habitat” delle forme differenziali. Inizieremo
con 'introdurre il concetto di varieta differenziabile e col vederne alcune proprieta,
richiamando concetti relativi alla topologial, e definendo i concetti di spazio tan-
gente ad una varieta e di forme differenziali su una varieta, inoltre introdurremo
alcuni operatori che agiscono sulle suddette forme differenziali, infine vedremo il
concetto di orientabilitd di una varieta. Una volta chiarito lo scopo del presente
capitolo, possiamo iniziare a fornire le definizioni ed i teoremi pitt importanti. Con-
cludiamo questa piccola introduzione facendo presente che nel presente capitolo, e

nei seguenti, la parola varietd verra utilizzata con il senso di varieta differenziabile.

3.1. Definizioni e teoremi sulle varieta differenziabili.

Prima di iniziare a fornire la definizione di varieta differenziabile, facciamo alcuni
. . . . .9 . . . . N .

richiami di topologia® necessari nel seguito per definire una varieta topologica, ma
anche delle definizioni e dei teoremi che verranno utilizzati durante lo svolgimento

degli esercizi.

Un questo capitolo verranno utilizzati alcuni teoremi, ed alcune definizioni, relativa alla topologia
queste sono state tratte dal [LoiT]. Questi teoremi potevano facilmente essere inclusi nello svol-
gimento degli esercizi, vista la facilita con la quale possono venire dimostrati. Questi sono stati
tuttavia inclusi per comodita e per rendere fluide alcuni esercizi che altrimenti avrebbero potuto
esser decisamente piti lunghe e macchinose.

21 seguenti teoremi e le seguenti definizioni, sino alla definizione di varieta differenziabile, sono
state tratte dal [LoiT].

72
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3.1.1. Richiami di topologia.

DEFINITION 3.1. Sia X un’insieme, una topologia su X é un’insieme 7 C p(X)?

tale che:

(1) 0, X er

(2) Data una famiglia qualunque di indici I, e la famiglia {A;};,c; C 7, si ha
Uier di € 7.

(3) Data una famiglia finita di indici I, ed una famiglia {A;};,e; C 7, allora

Micr Ai €7

La coppia (X, 7) & detta spazio topologico, questa verrd denotata X qualora non
sorgano ambiguitad o sia espressamente detto. Mentre X & detto supporto per la
topologia 7. Gli elementi del supporto vengono detti punti mentre gli elementi di
7 sono detti aperti. Un insieme C' ¢ detto chiuso in (X, 7) se e solo se X\C € 7.
Infine dato un sottoinsieme di uno spazio topologico X, diciamolo A, l'insieme
Tind. = {B C X|B=0nNA, O € 7} & una topologia su A ed é detta topologia

indotta su A da X.

Vediamo ora un altro concetto fondamentale, quello di base per una topologia.
Insieme a questo vedremo anche il concetto di base locale e i concetti di spazio di

Hausdorff* e di spazio numerabile.

DEFINITION 3.2. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Un sottoinsieme di 7, denoti-
amolo ‘B, é detto base per 7, se e solo se ogni aperto di X puo essere scritto come
unione di elementi di 8. Dato un punto x, 'insieme ‘B,, & una base locale in x se
e solo se per ogni aperto A, che contiene z, esiste B € B, tale che: x € B C A. Lo

spazio topologico é detto di Hausdorff, o T, se dati due punti distinti z e y, esistono

30(X) indica I'insieme delle parti di X, ovvero Iinsieme {A4| A C X}.

4Felix Hausdorff (8 novembre 1868 — 26 gennaio 1942) ¢ stato un matematico tedesco. Tra i
fondatori della moderna topologia, contribul anche in molti altri ambiti della matematica tra cui:
la teoria degli insiemi, teoria della misura e analisi funzionale.
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due aperti A e B, taliche z € A,y € Be AN B = (. Infine uno spazio topologico

¢ detto numerabile, o N5, qualora per ogni punto esista una base numerabile.

Definiti questi concetti & utile vedere alcune proprieta e definizioni riguardanti gli

spazi topologici ed, in particolare, le funzioni tra di essi.

DEFINITION 3.3. Siano X, Y due spazi topologici e sia f : X — Y una funzione.
f & detta continua se e solo se dato un aperto U C Y allora f~1(U) & un aperto.
Se f suriettiva allora f € un’identificazione se e solo se U é aperto in Y se e solo se
f7L(U) ¢ un aperto di X. f & chiusa (aperta) se 'immagine di un chiuso(aperto) &
un chiuso (aperto). Infine f ¢ un omeomorfismo se & continua con inversa continua.

Indicheremo con = la presenza di un omeomorfismo.

In particolare, vista la definizione precedente, un omeomorfismo € un’identificazione.

Inoltre ne discende il seguente:

LEMMA 3.4. Se f é continua e chiusa ( o continua ed aperta) e suriettiva allora é

un’identificazione.

DIMOSTRAZIONE. Discende direttamente dalle definizioni. O

DEFINITION 3.5. Siano X,Y due spazi topologici, diremo che Y é dotato della
topologia quoziente di X ( tramite f ) o che & lo spazio quoziente di X tramite

f, se e solo se esiste un’identificazione f : X — Y.
PROPOSITION 3.6. Siano f : X =Y eg:Y — Z due identificazioni. gof : X = Z

é un’identificazione.

DIMOSTRAZIONE. Sia U aperto di Z, questo ¢ vero se e solo se g~!(U) & un aperto

di Y e questo ¢ vero se e solo se f~1(g71(U)) = (fog) *(U) & un aperto di X. O
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Dalla osservazione precedente e dalla proposizione appena vista otteniamo il seguente
corollario. Questo, pur essendo un’ovvieta, ci sara utile nel seguito e per tale ragione

ne rimarchiamo ’esistenza.

COROLLARY 3.7. La composizione di un omeomorfismo ed un’identificazione é un’i-

dentificazione.

DiMOSTRAZIONE. Conseguenza ovvia dei due lemmi precedenti. O

Ora dimostriamo alcune proprieta importanti degli spazi quoziente.

THEOREM 3.8. ( proprieta universale del quoziente) Sia f : X — Y un’identifi-
cazione. Sia Z uno spazio topologico. g : Y — Z é continua se e solo se go f ¢

continua.

DIMOSTRAZIONE. Se g & continua, dato un aperto U si Z si ha che g~ 1(U) & un
aperto di Y. Ma questo ¢ vero se e solo se f~1(¢g~1(U)) é un aperto, dunque se e

solo se f o g & continua. ]

THEOREM 3.9. ( Caratterizzazione delle identificazioni) Siano X,Y due spazi topo-
logici e f: X =Y un’applicazione suriettiva. Questa é un’identificazione se e solo

se dato Z, uno spazio topologico, g : Y — Z & continua se e solo se go f é continua.

DIMOSTRAZIONE. Se f é un’identificazione allora per il Teorema 1, vale ’enunciato.
Sia f tale da rispettare la proprieta universale del quoziente. Sia Z =Y e g = vy
allora, dato che g & continua, go f : X — Y & continua. Ma go f =1y o f = f
dunque f é continua su Y ,inoltre f é continua anche su Y dotato della topologia
quoziente per definizione stessa della topologia quoziente. Da cui si ottiene che
sy (Y,1) — (Y,7q), dove 7 & la topologia su Y rispetto alla quale f rispetta
la proprieta universale del quoziente e 7 € la topologia quoziente rispetto ad f, é

continua ( in quanto sia f : X — (Y, 7) che (yof = f : X — (Y, 7¢) sono continue),



3.1. DEFINIZIONI E TEOREMI SULLE VARIETA DIFFERENZIABILL 76
Per la stessa ragione é continua ¢¥. : (Y, 7g) — (Y, 7), e dato che sono una l'inversa

dell’altra, otteniamo che 7 = 7o. Dunque f ¢ un’identificazione. ([

COROLLARY 3.10. (Passaggio al quoziente) Sia f : X — Y wun’identificazione, sia
g: X — Z continua e costante sulle fibre di f , cio significa che f(x) = f(y) =

g(x) =g(y). 3 g:Y — Z continua tale che g = go f.

DIMOSTRAZIONE. Definiamo g(x) := g(f~!(x)) dove f~! & un’inversa destra di f.
g non dipende dall’inversa destra di f utilizzata in quanto g é costante sulle fibre di
f. Infatti se y, 3’ sono due contro-immagini di z, f(y) = f(v') = g(y) = g(¥/) e
da questo seguono esistenza ed unicita. Inoltre jo f = gof~'of = g. La continuita

segue dalla proprieta universale del quoziente. ([

Ed ora per terminare identifichiamo in maniera unica gli spazi quoziente.

COROLLARY 3.11. ( Unicita del quoziente) Siano f : X — Y ed g : X — Z due
identificazioni tali che siano l'una costante sulle fibre dell’altra. Allora esiste un

unico omeomorfismo ¢ : Y — Z tale che po f = g.
DIMOSTRAZIONE. Omessa. (]
Dopoirichiami di topologia, passiamo a definire il concetto di varieta differenziabile.

3.1.2. Varieta differenziabili e funzioni su varieta.

DEFINITION 3.12. Una varieta differenziabile n dimensionale, o n varieta, ¢ la coppia

(M, 20); dove M & un insieme, e 2 é una famiglia di coppie:

A= {(.fa» Ua)}a€A7

dove f, : Uy, € R™ — M, sono applicazioni infettive, da un aperto U, di R"® in

M, tali che:

5Dove I'n ¢ la dimensione della varieta.
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«(Us) = M, ovvero tali che le immagini delle f, siano un ricopri-
1) Upen faUs) = M li che le immagini delle f, si icopri
mento di M.
er ognl coppla «, p € A tale che fo(Uy) N = si abbia che,
2) P i i B € A tale che f, (U, f8(Ug) = W # 0 si abbia ch
ftW)e fﬂ_l(W) siano aperti di R” e le applicazioni f, o fz e fﬁ_1 0 fa
siano differenziabili.
(3) La famiglia 2 sia una famiglia massimale che rispetti le 1) e le 2).

(4) La topologia su M data dalle f,% ¢ Ty e No.

La coppia (fa,Us) , con p € fo(Uy,), & detta parametrizzazione, o sistema di
coordinate, di M in p; L’insieme f,(U,) ¢ detto intorno coordinato di p, ed infine

la famiglia 2 é detta struttura differenziabile su M.

La terza condizione della definizione precedente é del tutto tecnica. In realta la
possiamo sempre supporre, infatti una volta trovata una struttura 8 = {(gs, V3)}
che rispetti le prime due proprieta, per ottenere una struttura differenziabile é suffi-
ciente, e necessario, aggiungere tutte le coppie (fu, U, ), che insieme agli elementi di
B rispettino la 2) della definizione precedente. La massimalita verrd dunque sup-
posta qualora sia necessaria o utile. Infine una piccola parentesi nella notazione,
qualora si abbia una varietd differenziabile M, di dimensione n, questa verrd de-
notata M™in altri termini: in generale indicheremo la dimensione di una varieta

come indice in alto a destra.

DEFINITION 3.13. Siano N e M™ due varieta differenziabili. Una applicazione
0 : N = M ¢ detta differenziabile, in un punto p € N, se e solo se data una
parametrizzazione in p, diciamola f, ed una in ¢(p), diciamola g, abbiamo che
g lopo f é differenziabile, come applicazione da R"in R™, in f~!(p). Infine @é
differenziabile in un aperto U di A se e solo se ¢ differenziabile in tutti i punti di

U.

6Un aperto A su M ¢ tale se e solo se per ogni «, tale che AN fq(Un) # 0, vale che f;l(Aﬁfa(Ua))
é un aperto.
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Facciamo notare che un’applicazione differenziabile non dipende dalla parametriz-
zazione in p, o in ¢(p), scelta in quanto il cambiamento di sistema di coordinate &
differenziabile per definizione di varietd. Definite le applicazioni differenziabili tra
varietd , possiamo vedere un caso particolare di applicazione da R su una varieta

M, ovvero un curva su M.

DEFINITION 3.14. Sia M una varieta differenziabile una curva continua é un’ap-
plicazione v : I C R — M, che va da un intervallo di R in M, continua. La curva
é detta differenziabile a tratti se v & differenziabile eccetto in un numero finito di
punti {¢x}, dove resta continua e differenziabile a destra ed a sinistra, in t, ap-

plicazione golgl 07, con ¢y una parametrizzazione in un intorno di 7y (), per ogni

k.

Definito il concetto di curva su una varietd differenziabile possiamo introdurre il

concetto di vettore tangente ad una varieta e di spazio tangente.

DEFINITION 3.15. Sia M™ una varieta differenziabile; indichiamo con (M) , I'in-
sieme di tutte le funzioni differenziabili da M in R. Sia inoltre p € M, data una

curva « : (—a, a) — M differenziabile, un vettore tangente a M in p é l’applicazione
a'(0): (M) = R,

data da o/ (0)[¢] = % (o), dove si suppone che a(0) = p. L'insieme dei vettori

lo>

tangenti in p verra indicato con T,(M), ed é detto spazio tangente ad M in p.

Dunque un vettore tangente ad una varietd in un punto p non é nient’altro che un
vettore tangente da una curva, passante per p, in p. Per cio che riguarda l’insieme

dei vettori tangenti in un punto ad una varietd, abbiamo il seguente:

THEOREM 3.16. Data una varietd differenziabile M™ ed un punto p di M, abbiamo

che T,(M) é un R spazio vettoriale di dimensione n. Inoltre una base di questo é
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data da {8%}19-9“ dove con 0; viene indicata il vettore tangente a
Y(t) = falal, ol ol + 27, ),

S i di ; ; ; _ p P p P

dove con f, éindicata una parametrizzazione inp,p = f(x7, ..., ] _1, 0], 27 1, ..., Th)
o ; P p p p PP

e t varia in maniera tale che (zf,..,z;_, x} + t,xiH,...,fo) € U,. L’nsieme

{8¢|0}1§i§n, ¢ detto base associata alla parametrizzazione fo.

DIMOSTRAZIONE. Sia T lo spazio generato da {0;},, é sufficiente dimostrare che
Ty = T,(M). Evidente ¢ il fatto che Ty C T,(M). Consideriamo v = §'(0) €
T,(M), posti:

fatoB(t) = (@1(t), - wn(t)),

o f(q) = o(x1,...,70);

abbiamo po 8= (po f)o (f~!opB), e dunque:
wliel = B0 = 3 7/ 0)l4]

Questo prova l’asserto. O

Grazie alla nozione di spazio tangente possiamo ora definire quella di differenziale

di un’applicazione ¢ : M — N.

DEFINITION 3.17. Siano N e M™ due varieta differenziabili e ¢ : N' — M un’ap-
plicazione differenziabile. Per ogni p € N, il differenziale di ¢ in p & lapplicazione
lineare dip, : T,(N) — T,(,)(M) che a ciascun vettore v € T),(N) associa il vet-
tore dpp(v] € T,(M), definito nel modo seguente: data una curva o su N tale che

a(0) = p e o/(0) = v; allora dpp[v] = & (po @),-

Per far si che la definizione abbia senso, é necessario mostrare che la definizione
di differenziale non dipende dalla curva « scelta ed il fatto che il differenziale é
lineare. Questo puo esser facilmente provato considerando una parametrizzazione

in un intorno di p e riducendo il tutto al caso di una applicazione da R™ in R™,
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dove le proprieta possono esser facilmente provate.” Inoltre andrebbe verificato che
la definizione é compatibile con quella data, nel caso di applicazioni da R™ in R™,
nel primo capitolo. Ma queste esulano dalla nostra trattazione e dunque verrano

assunte come dati di fatto.

DEFINITION 3.18. Siano N e M™ due varieta differenziabili e ¢ : N' — M un’ap-
plicazione. Questa ¢ detta diffeomorfismo se e solo se ¢ differenziabile, biunivoca
e con inversa differenziabile. Mentre ¢ ¢ detta diffeomorfismo locale in p € N,
se e solo se esiste un intorno di p, diciamolo U, ed uno di ¢(p), diciamolo V,
tale che ¢ : U — V sia un diffeomorfismo. Indicheremo con ~ la presenza di un

diffeomorfismo e con ~j quella di un diffeomorfismo locale.

THEOREM 3.19. (di inversione locale)Sia f: U CR™ — R™ e p € U, tali che:

(1) f sia differenziabile in p.
(2) Det(df,) # 0.

Allora esiste un intorno V,, di p tale che f|Vp sia un diffeomorfismo.
DIMOSTRAZIONE. Omessa. ]

Trattandosi di un teorema locale, il 3.19, si estende immediatamente alle varieta

differenziabili, nel seguente:

THEOREM 3.20. (di inversione locale su varietd)Siano N e M due varieta differen-

ziabili, sia f: U CN — M ep €U, tali che:

(1) f sia differenziabile in p.

(2) df, sia iniettiva.

Allora esiste un intorno V), di p tale che flv,, sta un diffeomorfismo.

"Per una dimostrazione nel caso n = 2 e m = 3, si veda il paragrafo 2.4 del [DoCDG].
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DiMOSTRAZIONE. Discende direttamente dal fatto che il cambio di coordinate € un

diffeomorfismo e dal teorema di inversione locale. O

Enunciamo un ulteriore risultato sui diffeomorfismi senza pero fornirne la dimostrazione.

THEOREM 3.21. Siano M e N due varieta differenziabili lisce di dimensione n < 3,

allora esse sono diffeomorfe se e solo se esse sono omeomorfe.

DIMOSTRAZIONE. Omessa. |

Infine, per chiudere questa parte della prima sezione, definiamo altri due tipi di
funzioni tra varieta: limmersione e I’ embedding. Introducendo nel contempo il

concetto di sottovarieta. Ma passiamo alle definizioni:

DEFINITION 3.22. Siano N e M™ due varieta differenziabili. Una applicazione
differenziabile ¢ : ' — M & detta immersione se e solo se, per ogni p € N, abbiamo
che dy, : T,(N) — T,,(M) ¢ iniettiva. Se, oltre ad essere un immersione, ¢ ¢ tale
da essere un omeomorfismo tra N e p(N) C M, quest’ultimo dotato della topologia
indotta de M?, allora diremo che @¢ un embedding. Infine, se £ C M e 'inclusione

i: L — M é un embedding, allora £ é detta sottovarieta di M.

Concluso con le definizioni ed i teoremi base riguardanti varietd e funzioni tra
varieta, introduciamo ora il concetto di forma differenziale su una varieta ed il

concetto di campo di vettori, introducendo alcuni operatori che legano i due.

3.1.3. Forme differenziali e campi di vettori su varieta. Ora estendere-
mo al caso di varieta differenziabili la nozione di forma differenziale vista nel capitolo

1.

8Un insieme & aperto se e solo se é un aperto di M intersecato con p(N).
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DEFINITION 3.23. Sia M™ una varieta differenziabile. una forma esterna di grado
k , w,in M é un’applicazione che ad ogni punto p di M, assegna un elemento dello
spazio , A¥(T,(M))* delle forme alternate e lineari dello spazio tangente T),(M).
Data una forma esterna di grado k£ su M, diciamola w, ed una parametrizzazione
fa : Uy — M, attorno ad un punto p, definiamo la rappresentazione di w in questa

parametrizzazione come la forma esterna di grado k, w,, in U, data da:
Wa U1, ey U] = wdfa V1], ..., df o [UK]],
con v; € R™.

REMARK 3.24. Si pud dimostrare che una rappresentazione di una certa forma
differenziale w, in un dato aperto V' C f,(Uy) N f3(Ug), dipende dalla parametriz-

zazione, nella maniera seguente:
—1 *
wa:(fﬂ o fa) wg,

Inoltre ad ogni sistema di rappresentazioni, su un ricoprimento di M, viene univo-

camente associata una forma esterna.

Grazie a questa osservazione possiamo definire finalmente il concetto di forma

differenziale su una varieta.

DEFINITION 3.25. Una forma differenziale di ordine k su una varieta differenziabile
M ¢é una forma esterna di grado k£ su M, tale che, una volta scelto un ricopri-
mento? R di M tratto dalla struttura differenziale, la sua rappresentazione sia, su
ciascun sistema di coordinate di fR, una forma differenziale. Analogamente possi-
amo definire una forma differenziale definita su un aperto U di M, sostituendo al

posto di M, U C M nella parte precedente della definizione.

9n generale un ricoprimento di un insieme X & una famiglia di insiemi {U;};er, tale che X C
UiEI U;. In questo paragrafo viene utilizzato in senso improprio, e va ad indicare un sottoinsieme
di una struttura differenziabile tale che rispetti le proprieta 1,2,4 della definizione 3.12, ma non
necessariamente la 3.
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Qui possiamo notare l'importanza dell’osservazione 3.24, infatti, il fatto che la rap-
presentazione non dipenda dalla parametrizzazione che per un passaggio di coordi-
nate differenziabile, ci assicura che se una forma ha una rappresentazione differen-
ziale in un dato ricoprimento, estratto dalla struttura differenziale di M, allora
lo é in tutti i possibili ricoprimenti che possiamo estrarre. Dunque restano ben
definite le forme differenziali su una varietd. Tutte le operazioni definite preceden-
temente sulle forme differenziali in R™ possono venir estese al caso di una varieta

differenziabile tramite la loro rappresentazione, ovvero:

DEFINITION 3.26. Sia M una varieta differenziabile. Sia © un’operatore, tra quelli
definiti nel primo capitolo, che agisce su n forme differenziali in R™, e ad esse
associa una forma differenziale in R™. Allora definiamo 9 su M, come ’operatore
che date wy, ..., w, forme differenziali su M, ad esse associa la forma differenziale

su M che, per ciascuna parametrizzazione f,, ha rappresentazione:

Owry oo, wpla = Ow, ...y wi],

dove con w{* si indica la rappresentazione di w; nella parametrizzazione f,.

Questa resta ben definita per l'osservazione 3.24 e per le proprietd delle operazioni
definite nel primo capitolo'®, d’ora in avanti quando parleremo delle operazioni
definite nel capitolo uno sottintenderemo il fatto che si parlerd delle stesse ma
generalizzate al contesto di una generica varietd differenziabile. Per chiarire bene
le modalita con la quale si & operata tale generalizzazione, vediamone un esempio:

il differenziale esterno.

EXAMPLE. Sia M™ una varietd differenziabile e w una forma differenziale definita

su M. Il differenziale esterno di w, indicato con dw é quella forma differenziale la

101y, generale infatti per queste vale:
F*Owi, e, wp] = O[f*wiy ooy frwp].
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cui rappresentazione locale ¢ d(w,). Poiché:

dwe = d(wa) = d[(f5 " © fa) ws] = (f5' 0 fa) d(wps),

dw resta dunque ben definito.

Vediamo ora un concetto strettamente legato a quello di forma differenziale, ovvero

la nozione di campo di vettori su una varieta.

DEFINITION 3.27. Sia M una varietd, un campo di vettori X su M & un’appli-
cazione che a ciascun punto p € M associa un vettore tangente X (p) € T,,(M). Un
campo di vettori ¢ detto differenziabile se e solo se, per ogni ¢ € F(M), si ha che

X[p]: M = R:p— X(p)p] & un’applicazione differenziabile.

Dato un certo campo di vettori X su una varieta differenziabile M, sia f, : U, — M
un parametrizzazione di M; allora il nostro campo di vettori puo esser scritto, in

fa(Uy), come
X - Zaiai;

con 0; la base associata a f,. Inoltre dato che un campo di vettori pud esser visto
come un’operazione in F(M), che a ¢ € F(M) associa X[¢] € F(M), possiamo
iterarla, e considerare per esempio, dato un altro campo di vettori Y, X[Y[¢]]
o Y[X[¢]]. In generale quest’operazione coinvolge derivate di ordine superiore al

primo. Nonostante cio vale il seguente:

LEMMA 3.28. Siano X e Y due campi di vettori differenziabili su una varietda dif-
ferenziabile M. Allora esiste un unico campo di vettori Z su M, tale che, per ogni

@ € §(M), valga:

Zlp] = (XY =Y X)[p] = X[Y]p]] - Y[X[¢]].
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DIMOSTRAZIONE. Sia f : U — M una parametrizzazione, mostriamo che Z esiste
in f poi mostriamo che é unico ed infine mostriamo che definito nelle parametriz-
zazioni f, e fg, indichiamolo come Z, e Zg, allora si ha Z, = Zg dunque Z resta
ben definito globalmente. Iniziamo con il calcolare XY e Y X:

XY[p] =X (Z bﬁi@) = a;bidij o+ Y a;0:bi0e,

0,J 0,J
YX[p] =Y <Z ai@‘@) = Z bja;0jip + Z bj0ja;0;¢p,
i i G

dunque:

(XY =Y X)p] =D (a;9b;i — b;d;a:) 0.
i

Dunque Z puo esser espresso in un qualsiasi sistema di coordinate nella forma data

sopra e questo ne prova l'unicita. O

Denoteremo con XY ¢ la funzione X[Y[p]] e con X = X|[¢|, qualora non sorgano
delle ambiguita. Inoltre facciamo notare che dato un campo di vettori X ed una
funzione differenziabile ¢, possiamo definire un nuovo campo di vettori ¢ X, che al

punto p associa il vettore ¢(p) - X (p).

DEFINITION 3.29. Il campo di vettori (XY — Y X)p dato dal lemma 3.28, ¢ detto

parentesi di X e Y, ed é denotato come:
[X,Y]=XY -YX,

infine questo € chiaramente differenziabile.

L’operatore parentesi gode delle proprieta seguenti:

PROPOSITION 3.30. Siano X, Y e Z dei campi di vettori su una varieta M, a e b

due numeri reali ed infine ¢ e 0 due funzioni appartenenti a F(M). Allora:

(1) [X, Y] =-[¥, X].
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(2) [aX +0bY, Z]) =a[X, Z] + D]V, Z].
3) [[X,Y],Z] + (2, X], Y]+ [[Y,Z],X] =0.
(4) [0X,0Y] = [ X, Y]+ 0X[p]Y — oY [0]X.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo una parametrizzazione f, poi per 'unicita delle

parentesi di Poisson tutti i punti risulteranno globalmente dimostrati. Poniamo:

X :Zai@, Y:Zbi@,

(1)
[X7 Y][QP] = (XY - YX)[SO] = Z(ajajbz — bjajai)ai@ =
= = Y (b0 — ,0,b)kp = ~(YX — XY)[g] = ~[¥. X][g].
(2)

[aX + Y, Z] = Z[(aaj + 5bj)8jci — cj8j(ozai + Bbz)}@ =

4,9
= aZ(ajajci - Cjajai)ai + QZ(bjéjcz — Cjajbi)ai = Oé[)(7 Z] + B[K Z]
4,9 4,3

(3)
([X,Y],Z]+ (|2, X),Y] = [XY —YX,Z|+ [ZX - XZ,Y] =

= XYZ - ZXY +2ZYX —~YXZ+ZXY —XZY - YZX +YXZ =
= XYZ+2ZYX-YZX - XZY = [X,YZ — ZY] = —[[Y, Z], X]

(4)

[QDX, 9Y] = Z(goajﬁj (9[)1) — ijaj(goaz)al = Z goajﬁajbl& + Z goajblaﬂ@—k

2 i3 1,7
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- Z ijgo@jaiai — Z ijaiajga@i = @Q[X, Y] + @Y(G)X — QX(QD)Y

1,3 1,9

Esiste, inoltre, una relazione interessante tra il differenziale esterno e ’operatore

partentesi. Nel caso delle uno forme puo esser riassunto nel seguente:

PROPOSITION 3.31. Sia w una I-forma differenziale su una varietd differenziabile

M, e siano X, Y due campi di vettori differenziabili sulla stessa. Allora:

dw(X,Y)=Xw) - YwlY) —w(X,Y)).

DIMOSTRAZIONE. Sia f una parametrizzazione id M, siano inoltre:

X :Zazﬁi, Y:Zbiaiv

Notiamo, che par la bilinearita di dw e la linearita di w, se cio vale su una famiglia
di campi di vettori X;, allora continua a valere per la loro somma. Supponiamo che

la proposizione valga per i campi X, Y ,allora:
dw(aX,Y) = afdw(X,Y) = af(Xw(Y) - Yw(Y) —w([X,Y])) =

= aXw(BY) — fYw(aX) — w([aX, BY)).

Dunque ¢ sufficiente dimostrare 'affermazione sui campi di vettori di base, {0;}
e questo vale per ogni campo di vettori. Osserviamo che [9;,0;] = 0, dunque &

sufficiente provare:

dw(@i, 8]) = 8iw(6j) — ij(az)

Per la linearitd del differenziale ¢ sufficiente mostrare che vale:
d(()édl’k)(az, 8J) = alOédiL’k(aj) — ﬁjadxk(ai)

d(adzy)(0;,0;) = do A dzy(9;,0;) =Y Opaday, A day[0;,05] =
h
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= E onad;,6l — E Onad) i = d;ad) — 9;a6), =
h h

= &adxk(aj) - @adxk(@)

E puo essere generalizzata al caso di k-forme.

PROPOSITION 3.32. Sia w una k-forma differenziabile e Xy, ..., X141 dei campi di

vettori differenziabili. Allora:

k+1
dw(Xl, ...,XkJrl) = Z[(—l)”‘lXiw(Xl, ...,Xi, ...,Xk,+1)—|—
i=1
k+1
D (D Mw([XG, X, X1y e, Xy ooy Xy X))
1<J

Dove X; vuol dire che manca X;.

DiMOSTRAZIONE. Omessa. Per dimostrare questo fatto si utilizza sostanzialmente

la stessa dimostrazione usata per il precedente. (I

Concludiamo questa prima sezione con la nozione di orientabilita.

DEFINITION 3.33. Una varieta differenziabile M ¢é detta orientabile se M possiede
una struttura differenziabile {(f,,U,)} tale che, per ogni coppia «, 8 per cui si ha
fa(Ua) N f3(Ug) # 0, il determinate del cambiamento di coordinate fﬂ_1 o f, sia
positivo. In caso contrario M é detta non orientabile. Se M é orientabile, la scelta
di una particolare struttura differenziabile che rispetti le condizioni sopracitate é

detta un’orientazione di M.

Infine diamo un piccolo lemma sull’orientabilita che verra utilizzato nel seguito.
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LeEMMA 3.34. (sulle varieta orientabili)

Sia M una varieta orientabile e sia U un aperto di M. Allora U é una varieta

orientabile.

DIMOSTRAZIONE. Sia 2 = {(f;,U;)} un struttura differenziabile su M. Definiamo
allora B = {(f;,U; N fl-_l(U))}, poiché U ¢ un aperto e f; & un omeomorfismo,
abbiamo che V; = U;N f[1 (U) ¢ un aperto. Banalmente 95 rispetta tutte le proprieta
di una struttura differenziabile su ¢. Se consideriamo il determinante della matrice
di d(fj’1 o f;) in un punto p € f7(fi(Vi) N f;(U;)) N f;71(U) questo sara positivo

in quanto lo era anche in f;*(fi(V;) N £;(U;))- O

3.2. Risoluzione degli esercizi sulle varieta differenziabili.

Prima di procedere con lo svolgimento degli esercizi apriamo una piccola parentesi
sulla notazione. Sia J un insieme e ~ una relazione di equivalenza su J. Indicheremo
I’insieme quoziente di J rispetto a ~ come % . Indicheremo inoltre la classe di x € J
rispetta ~ come [z].. Qualora la relazione sia chiara dal contesto, o non sorgano
comunque ambiguita, indicheremo la classe di x come [z]. Qualsiasi altra notazione

verra specificata nel contesto. Proseguiamo ora con gli esercizi.

EXERCISE. 3.1

. def R™1\{0,, . L d
Sia PR™ %</ W, dove ~ e la relazione di equivalenza su R ™! gR"“\{ORnH}

definita da v ~) w <= v = pw conw,v € Rg+1e € R\ {0}; PR™ verra detto
piano ( o spazio ) proiettivo reale di dimensione n ( per abbreviare talvolta verra
indicato come n-proiettivo o proiettivo di dimensione n) . Lo scopo dell’esercizio &

dimostrare che PR™¢é una varietd differenziabile di dimensione n.

Svolgimento:
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Per prima cosa definiamo una famiglia di insiemi contenuti nel n-proiettivo.

Ui = {[(®1, s Tiy oory Tnt1)]~y, € PR |2; # 0} coni € {1,...,n}.

Ora definiamo due famiglie di funzioni:

xr1 Ti—1 Tit+1 Tn+1
©i U = R™ (@1, 0oy Ty ooy Tpp1)] — (x—i,..., ;z , ;Z S eens Z—; ).

Vi : R = Uy i (1, 0oy Ty ooy ) = [(T1, oy Tim1, 1, Ty ooy )], con i € {1, ...,n}.

Mostriamo innanzitutto che le ¢; sono ben definite; Siano =z = (z1,...,Tp41) €
y = (y1,...,Yn+1) due elementi della stessa classe. Questo vuol dire che I u €

R\ {0} |z = py, calcoliamo

Z1 Ti—1 Ti41 Tn41 HT HTi—1 HTi41 HTn+1
(pl([x]) :(77 ’ - ) o ERERD) ot ) :(7a"'a ‘ ) L y e ot ) =

(@ Yi-1 Yit+1 yn+1)

Yi Yi Yi Yi

= wi([y])

.0 Consideriamo

X1 Ti—1 Ti41 Tn41 X1 Ti—1 Tit1 X
T/Jio%‘([x]) :wi((;w“’ - ) - IRERY) = )) = [(77 - 71ai7---a7n)] =
1

x T Tit1 x
= [(miﬁ,...,xi%,xi,xi ;j 7,;1621:—71)] = [(@1, ey Tiy ooy Tg1)] = e, ([2])-
K3 7 K3 7

Sia z = (21, ..., 2n) vediamo ora

vioti(z) = wi([(z1y s 2ic1, Ly 24y ooy 20)]) = (=, sy
. Questo prova che le 1; sono bijettive e che 1/)1»_1 =¢;. ()OO

Inoltre sia [z] € PR™ allora & # Ogn+:1dunque esiste una sua coordinata differente

da 0, detto in altri termini

Jiel,...n|l] €U =R") = |Jvi(R") =PR"

i=1
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Siano 4, j tali che U; N U; # 0, consideriamo z € ¢;(U; NU;) facciamo notare che

zj;éO,e

£5(2) Z ol oi(2) = wiow; (2) = 0il[(21, s Z-1, 1, 25y 20)]) =

o z1 1 Zj—1 %25 Zn
(77 ceey Tty T T T Ty ey 7)
Zi Zj Z; Z; Zj

é chiaramente differenziabile. (3) O

PR"¢ uno spazio quoziente dal punto di vista topologico, si pud dimostrare ( vedere
[LoiT]) che la topologia quoziente su PR" & omeomorfa alla topologia generata dalle
;. Per verificare che sia Ny e Ty verifichiamo anzitutto che la relazione ~) é una
relazione aperta.'! Sia ¢; : Rg“ — Rg“ : x — tx , questo & un omeomorfismo.
Sia inoltre 7 : RO™' — PR™ : x + [z] la proiezione canonica, dato U aperto
di Ry allora 7= (7(U)) = Usery (0} @¢(U) quindi é aperto. Dato che lo spazio
quoziente di uno spazio Ny tramite una relazione aperta ¢ No, abbiamo che PR™ ¢

Ns. Sia X uno spazio topologico e ~ una relazione di equivalenza su X , definiamo

il seguente insieme :

de
Rx lef {(z,y) € X xX|z~y}

Sia
n

CRGT X R S R (21,00, 2n), (U1, 0n)) Y (@i — 250:)°
Jyi=1

, questa é continua dunque la controimmagine di un chiuso é un chiuso e Rpp2 =
¢€71({0}). Infine, dato che se Iinsieme Ry ¢ un chiuso in X x X , con la topologia
prodotto, allora lo spazio quoziente ottenuto tramite relazione aperta é T5, otteni-
amo la (4). >0 Dunque abbiamo che 2 = {(3;, R™)} & una struttura differenziabile
su PR™. Q.E.D.

Hyna relazione di equivalenza si dice aperta se dato un aperto U nello spazio da quozientare,

allora la contro-immagine della proiezione di U é un aperto.
12Per maggiori dettagli sulla dimostrazione del (4) si rinvia a [LoiT] Capitolo 11.
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EXERCISE. 3.2

Siano A" e M due varieta differenziabili. Siano inoltre {(fo,Uas)} € {(9s,V3)}
due strutture differenziabili su N' e M, rispettivamente. Si consideri il prodotto

cartesiano N’ x M e le funzioni
hBa . VB X Uoz _>N X M : (.T,y) = (gﬂ($)afoé(y))

. L’esercizio si compone di due parti :

(1) Sidimostri che {(hga, Vs x Uy)} € una struttura differenziabile su N x M,
che verra chiamata varieta prodotto.
(2) Si descriva il prodotto S! x St | dove S'é la 1-sfera di R? con l'usuale

struttura differenziabile.

Svolgimento:

Innanzitutto & ovvia la biunivocitd di hg, per ogni coppia (8, «) , l'inversa &

kga: N XM = Vg xUs: (z,y) = (g5 (), f5 ). (1)

Inoltre & chiaro il fatto che N'x M = Uz, hp,a(Vs x Us) .(2) O
Se Vg x Uy NV x Uy # 0 allora
hgi © hﬁ’a’ (xay) = (9571 °9gp (‘T)a fo?l © foc’ (y))

é differenziabile per componenti e dunque differenziabile. (3)

Rimane da vedere che cosa ¢ S' x S'. Consideriamo la parametrizzazione del toro

in R3,

®:R? = T?: (u,v) — ((R+rcos(2mu))cos(2mv), (R+rcos(2mu))sin(2mv), rsin(2ru)),
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supponendo 'equazione cartesiana di T? la seguente:

(VTP - By

® ricopre il toro bidimensionale ed é continua. Da questa ci rendiamo conto che cias-
cun punto del toro puo esser identificato dalla coppia di angoli (27u,27v).Potremmo
cercare di utilizzare questi angoli per parametrizzare i due cerchi S' x S*. Consid-

eriamo ’applicazione:
F(x1,22,23,24) = (R + ras)wy, (R + ras)r2, 374)

questa é continua e ’applicazione continua

71 X9 (Vz?+23—R) ﬁ)

RV V- S

G(x1, 22, 23) =
é la sua inversa dunque T? ~ S! x S*.
EXERCISE. 3.3

Sia ¢ : M — N un’applicazione differenziabile. Si mostri che la definizione di
differenziale in p, dy, : T,M — T,N, non dipende dalla curva scelta e che ¢

lineare.

Svolgimento:

Siano «, 8 due curve su M tali che a(0) = B(0) = p, e &/(0) = p'(0) = v.

Consideriamo

dggle] = w(poa) = S aldrplall, = 3 el(0)iela(0)] =

= 3 BOlB(0)] = S0 B), = defll]

i
Dunque é ben definita, manca solamente verificarne la linearita. Siano «, 3,7 tre

curve passanti in p, e tali che v/(0) = aa/(0) + b3'(0). Poniamo v = +/(0),w =
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' (0),u = (0). Dunque:
dipplv] = dpplaw + bu) = 3 7(0)De[y(0))s =

=D _(ac(0) + bBi(0)0ie[1(0)] = a D ai(0)dip[a(0)] + b Bi(0)0e[B(0)] =

%

= adpp[w] + bdepp|u].
EXERCISE. 3.4

Sia ¢ : M — N un’immersione e sia p € M. Si mostri che esiste un intorno di p,

diciamolo V' C M, tale che ¢, sia un embedding.

Svolgimento:

Poiché ¢ é un immersione abbiamo che dy, é iniettiva per ogni p,. Siano f,g due
parametrizzazioni in un intorno di p e ¢(p), rispettivamente. Abbiamo dunque che

per ogni «, curva su M tale che «(0) = p e o/(0) # 0,
> ajdip;0; #0.

Da cui deduciamo che {0;¢;} ¢ un insieme libero. Per il teorema di inversione

locale otteniamo che ¢!

oo f ¢ un diffeomorfismo tra un certo Us-1(,,) e la sua
immagine. Poniamo V' = f(Us-1(,), questo ¢ un intorno di p e in quest’intorno
abbiamo che ¢ & un omeomorfismo se restringiamo il fodomio alla sua immagine. (

Perché sia f~! che g sono omeomorfismi. )

EXERCISE. 3.5

Sia

2 y27 zyY,Trz, Zy)

o:RP =R : (z,y,2) — (z
un’applicazione tra R3 e R*. Sia inoltre 0 : S;z — R*: [pl+ — ¢(p).** Si dimostri
che 6 ¢ un embedding.

I3Dove la relazione + su S2 ¢ definita della maniera seguente: x+y <= rz=yVze=—y.
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Svolgimento:

Prima di tutto mostriamo che 6 é ben definita. La classe di un elemento p é 'insieme
{p,—p} , per mostrare che non dipende dal rappresentante basta mostrare che
©(p) = ¢(—p) che risulta ovvio dalla definizione di ¢. Cid che dobbiamo verificare é
che data una struttura differenziabile sulla sfera, per ciascuna parametrizzazione f
si abbia che d(po f) sia iniettiva. In questo modo Otteniamo che ¢ é un’immersione.
Verifichiamolo. Innanzitutto consideriamo il seguente struttura differenziabile su
8% .

T

sia U; = {(x1,22)| 3 + 23 < 1}

e siano fiT 1 U; — S? : (w1, 22) > (F2165 F DS, Fo18% F 2205 F DY, Faodi F DIL)

con D =/1— (22 +22)ei€ {1,2,3}. Poniamo2 = {(U;, f;)}

Questa sara la struttura differenziabile su S? che utilizzeremo. Notiamo anzitutto
che D # 0 sempre e che ¢ o fi+ = po f; . Consideriamo dapprima ¢ o fi per le

altre si potra applicare lo stesso ragionamento.

@(ff($17x2)) = (D2 - 95% 1D, x2D, 331-732)

La matrice associata a

N 2DD, —2x D+ zD, yD, Y
d(po fi )z, y] =

2DD, xDy D+yD, =
che ¢ di rango 2. Dunque d(yp o f;) ¢ iniettiva. Alla stessa maniera si prova che

sono iniettive d(y o f37) e d(¢ o fi7). Ora manca solo provare che 6 ¢ iniettiva.

Questo si puo fare osservando che se

T = (x1,22,%3),5 = (y1,y2,y3) € S*
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e p(Z) = p(y) (1) allora T = +j. Da (1) otteniamo:

af —r3=yi —y5 (a)
T1T2 = Y1Y2 (b)
173 = Y1Y3 (c)
T2T3 = Y2Y3 (d)

Se 1 = xo = 0 allora dalla (a) otteniamo y; = Fy2 da (b) usando (a) otteniamo
y? =0 = y; = yo = 0 dato che i punti stanno sulla sfera y3 = +1 e z3 = +1

dunque y3 = +z3 = T = +y.

Se z1 = 0 e x2 # 0 allora da (b) e da (c) si ha che y1y2 = y1y3 = 0 mentre da (a) si
ha 3? —y3 = —22 dunque sia yo = 0 sia y; = 0 ma non entrambi. Dunque possiamo
avere r3 = 0 allora x5 = 1 dunque y? —y2 = —1 = y3 = 0. Inoltre poiché

y?<ley?—y2=-1 = yy==%ley, = 0. Dunque z = +¢. Se w3 # 0 allora
(b)
s 20 = 12 A0 = y1=0=%1y = 23 =y; = *a2 =1

da (d) si ottiene infine Z = +g. Con un ragionamento identico si prova I’enunciato

nel caso x1 # 0,22 = 0. Resta solo il caso z1, x4 # 0. Se
2222 =0 = y?—y2 = Odunquey, = +ysexy = +xo. Dalla(b)siha(yy,y2) = +(x1, 22).

Da (c) + (d) si ottiene che Z = +7. Infine se 22 — 23 # 0 da (c)? — (d)? otteniamo
x3 = £y3. Considerato che
S e ¥ e
1€{1,2,3} 1€{1,2,3}

otteniamo che 22 +x3 = y?+y32 (al) sommando (a) a questa si ottiene che 1 = -y,

mentre sottraendo (a) da (al) si ottiene 9 = +y;. Da cui & = +g. O Dunque &
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un’embedding in quanto 6 é un’applicazione continua da un compatto ( per il lemma

dell’applicazione chiusa essa ¢ un embedding)!. Q.E.D.

EXERCISE. 3.6

Si consideri il cilindro C definito da {(z,y,2) € R3| 22 +y*> = 1}, e sia ~ la
relazione di equivalenza su C data da v ~ w <= v = +w. Mostrare che si pud

dotare € di una struttura differenziabile. € verra detto nastro di Mdbius infinito.
Svolgimento:

Consideriamo § = S2\ {N, S} la sfera privata dei poli'®. Sia inoltre S = £ ab-
biamo che S é un aperto del proiettivo reale di dimensione 2, dunque una varieta.
Dimostriamo prima di tutto che S ¢ varietd differenziabile: sia 2 = {(f;,U;)} la
struttura differenziabile del proiettivo reale di dimensione 2, togliamo dal dominio
delle parametrizzazioni tutti i punti che vengono inviati in [N]. Dato che il proietti-
vo meno [N] & un aperto del proiettivo'®abbiamo che V; = U; \ f;"*([V]) & un aperto

di R? dunque & = {(fi,V;)} é una struttura differenziabile su S. [J Definiamo

. G . ry =z
p:C = 8S:(x,y,2) — (D’D’D)
Dove D = /22 + y2 + 22, questa & continua da C in R?, dunque da C in p(C) C S.
Consideriamo:

~ T Yy z
SZS%C:(m7y7Z)H(ﬁ7ﬁaﬁ)

Dove D' = (/22 + 42, questa ¢ altrettanto continua e inoltre ¢ Iinversa di .

Dunque ¢ & un omeomorfismo. [ Inoltre se quozientiamo sia S che C rispetto

alla relazione di equivalenza ~, otteniamo che

[2lc = Yl <= [p(@)]s~ = [p(y)]s~

Myedere [LoiT] capitolo Quozienti.

15Quando consideriamo la sfera in R3, intendiamo come poli i punti: N = (0,0,1) e S = (0,0, —1).
161 quanto S & un aperto della topologia indotta su S2 dunque dato che PR2¢ dotato della
topologia quoziente e che 7~ 1(PR? \ {[N]}) = S, otteniamo che PR? \ {[N]} ¢ aperto.
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. Indichiamo con me 7y la proiezione canonica di C su % e di S su S, rispettiva-
mente. Sia f = w0 questa ¢ un’identificazione, inoltre da (s) si ha che f & costante
sulle fibre di 7 e viceversa. Dunque per il corollario 3.2, esiste un omeomorfismo

Y tra € e S, tale che
7T1='¢Of:'¢0772030

. Sia inoltre A = {(f;,U;)} una struttura differenziabile per S, consideriamo g; =

Yo fi.

(1) Uier 9:(U:) = User v (fi(U) = ¥(User fiUi) = $(8) = <.

(2) gi e biunivoca poiché lo sono sia i che f;.

(3) Se U;NU; # D allora g ogi = (0 f;) " o (o fi) = [ o (6 ow)o fi =
fj_1 o f; che é differenziabile.

(4) Infine g é Toe Ny in quanto omeomorfo ad uno spazio T5, No. Dunque

B = {(g;,U;)} & una struttura differenziabile su £.Q.E.D.

EXERCISE. 3.7

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n. Dimostrare che il fibrato tangente
di M, definito da
TM :={(v,p)lpe MeveT,(M)},

¢ una varietd differenziabile orientabile di dimensioni 2n ( anche se M non &

orientabile).
Svolgimento:

Sia A = {(f;,U;)} una struttura differenziabile su M. Consideriamo

By U X R =5 TM (0ot o t) o (o), 3 050))
J
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Queste sono biunivoche e coprono T'M. Dobbiamo verificare che il cambio di

coordinate sia differenziabile.
Folo Fi(p',v') = F; M (fild), dfi(v) = (5 o fuld"), d(f; " o £)[v'])

e come fj_1 ofied( fj_1 o f;) sono differenziabili, lo sono anche Fj_1 o F;. Inoltre T M
& T5 e Ny in quanto omeomorfa al prodotto di spazi T e No . Dunque & una varieta

differenziabile. [ Denotiamo (y1 (21, -.o; Tn ), ooy Yn (X1, oy Ty)) 1= fj_lofi(a:l, ey T

T 61y1‘p [P 6ny1‘p T
d(f]‘_lofi)|P(x17~-~7xvn) =A = =
T 313/%) oo 8nyn‘p Tp
= Z(aiylxia ey OiYn ;)

Ora calcoliamo d(F;1 o F}).

X1 1
B . A 0,
d(F] OFi)‘(pm)[(.’L'l,...,iUgn)] =B : =
0, A
Ton T2n
Dove 0,, ¢ la matrice nulla di ordine n, da cui otteniamo Det(B) = [Det(A)]?.

Dunque ¢ orientabile. Q.E.D.

EXERCISE. 3.8

Sia M una varieta differenziabile tale da esser ricoperta con due carte coordinate
Vi, Vs tali che Vi N V5 sia connesso. Si mostri che M ¢é orientabile.

Svolgimento:

Se V; N V4 ¢ connesso allora sono connessi anche U; = f; (V1 NV3) ( dove le f; sono
le carte locali), in quanto immagini di un connesso tramite applicazioni continue.

Dunque sia A(p) la matrice del differenziale di fj_1 o f; clascuna sua componente &
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continua su U; e tale & I'applicazione determinante ( in quanto somma e prodotto di
applicazioni continue), cio implica che U'insieme I = {Det(A(p))|p € U;} é connesso.
Dunque se il determinate cambiasse segno allora 0 € I , ma se A(p) =0 allora f j_l of;
non € invertibile in un intorno di p, il che é assurdo. Dunque il determinante
¢ sempre positivo (oppure ¢ sempre negativo ma basta cambiare una delle due
parametrizzazioni, scambiando due coordinate e il determinate diventa positivo).

Il che significa che M ¢ orientabile. Q.E.D.

EXERCISE. 3.9

Si mostri che la sfera di R™, S~ = {(x1, ..., x,)| ||(z1, ..., xn)|| = 1}, & orientabile.
Svolgimento:

Consideriamo la seguente struttura differenziabile su S™.2 = {(f;,U), (9:;,U;)} o
U, = Bl(O) C R™ et

fi:U; — S™: (1‘1, ,.’En) — (yh ey Ynt1) OU Y D5§+xj_15§_1—|—xj(1—5§—(5;»_1)

17

gi Ui — S™: (.231, ,l‘n) — (y1, "'ayn-i-l) ol Y; = —D5§+$j_15;_1+$j(1—5;—(5;_1)

Questa non é altro che una generalizzazione, su S™, della struttura differenziale su

52 fornita nell’esercizio 3.5. Inoltre si ha che l'inversa di f; e di g; coincidono.

-1 _ N . n+1 n .
g; =i, oum R S R (1 ey Ty ooy T 1) F (T4 ooy i1y Tt 1y ey T 1)

Dunque

(fj_l o fi)(@1s s ®n) =50 fi(@1, . n) = (T1s e Tjm 1, T 15 o0y Tim1, D, Ty o )

1 sei=j
0 sei#j

i=1T; . Osservando la

"p = 1-57 22 e 6{ é un delta di Kroneker cioé 65 = {

convenzione che xzg = 0.
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, dove supponiamo che j < 4, ipotesi che per altro non é affatto restrittiva, infatti
non influisce in alcun modo nel ragionamento. Consideriamo la matrice A di d(7; o
fi), tenendo conto che 9, D = %t otteniamo:

D
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
A=
0 0 0 0 1 0 0 0 0
_z oy Tio1 i mo1 w4l _Fn—2 =z
D2 D2 e D2 D2 D2 e D2 D2 D2 e D2 D2
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
Se calcoliamo il determinante otteniamo: Det(A) = —£5. Ora (x1,..,2,) €

m(fi(Ui) N f;(U;)) dunque z;,z; > 0 = Det(A) < 0 . Consideriamo ora

gjfl o ¢g; , la matrice associata al differenziale ¢ :

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
A=
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
z . Z2 Ti—1 T T4l Ti—1 2 Tigd Tn—2 E
D2 D2 D2 D2 D2 D2 D D2 D2 D2
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Se calcoliamo il determinante otteniamo: Det(A) = 55. Ora (21, ..., 2,) € m(g:(Us)N

g;(U;)) dunque z;,z; <0 = Det(A) < 0. Consideriamo ora fj_logi , la matrice
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associata al differenziale ¢ :

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
A=

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
EST ) Ti—1  Tj Ti4l i1 o4 it Tn—2 Ty
D2 D2 D2 D2 D T D2 D2 D2 T D2 D2
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1

T

Se calcoliamo il determinante otteniamo: Det(A) = 55. Ora (21, ..., 2,) € m(g:(Us)N

fi(U;)) dunque z; < 0 z; >0 = Det(A) <0 . Consideriamo ora f; ' og; , la
matrice associata al differenziale ¢ :

1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
4
0 0 0 0 1 0 0 0
oz =my I . I RS | _®io1 _my T4l _Tn—2
D2 D2 D2 D2 D2 e D2 D2 D2 s D2
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Se calcoliamo il determinante otteniamo: Det(A) = —55. Ora (z1,...,2,) €

mi(9:(Us) N g;(U;)) dunque z; < 0, z; > 0 = Det(4) < 0. Consideriamo
A = {(F;,U,),(G;,U;)}, dove F; e G; sono ottenute da f; e g;, rispettivamente,
scambiando due parametri, questa € una struttura differenziale su S™ ed i determi-
nanti dei differenziali del cambio di coordinate, hanno tutti segno opposto a quelli

dati da 2. Q.E.D.
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EXERCISE. 3.10

Si mostri che PR? & una varieta non orientabile.
Svolgimento:

Dunque se riusciamo a trovare un aperto non orientabile del proiettivo possiamo
dedurne la sua non orientabilita. Per lo svolgimento di questo esercizio ripren-
deremo le notazioni dell’esercizio 3.1. Consideriamo il seguente aperto del proiet-
tivo : O = U; NUsz . Questo aperto pud essere coperto dalle parametrizzazioni

VLo )19 20) © V21((y 912y 20y > CONSIdeETiAMO

_ _ 1y
1/)1 ! ° 1#2(.’1,‘,3/) = ¢1 1([1'7 lay]) = (57 ;)
= 0
da cui la matrice associata a d(¢; ' 0 1)s), diciamola M = [ , det(M) =
—y 1
z2 oz

;—3}, questo cambia segno a seconda del punto (x,y) scelto dunque non ¢ orientabile.

Q.E.D.

Un’altra possibile maniera di risolvere 1’esercizio sarebbe stata di mostrare che un
nastro di Mdbius infinito non ¢& orientabile. Il fatto che sia un aperto del proiettivo
( vedere esercizio 3.6) congiuntamente al lemma sulle varieta orientabili, ovvero il

lemma 3.34, concluderebbe ’esercizio.

EXERCISE. 3.11

Si mostri che la bottiglia di Klein Kf(0, R, r) non ¢é orientabile.
Svolgimento:

Iniziamo con il definire la bottiglia di Klein. Per fare questo ¢ sufficiente dare una

sua struttura differenziabile, che denoteremo 2 = {(f;,U;)}.

Uy = (0,2m) x (0,2m)
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x= (rcosv+ R)cosu
y= (rcosv+ R)sinu
fi:U1 = KfO0,R,7) CRY: (u,v)
z= rsinvcos(u/2)
w= rsinvsin(u/2)
In maniera simile definiamo su Uy = Uz = Uy
x= (rcost+ R)coss
y= (rcost+ R)sins
fo:Us = Kf(0,R,7) CRY: (t,8) =
z= rsintcos(=T)
w= rsintsin(*T)
z= (rcos(2f%) + R) cost
y= (rcos(*%)+ R)sint
f3:Us = Kf(0,R,7) CRY: (s,t) =
z= rsin(*T)cost
w=rsin(=")sint
Ora consideriamo f;(Uy) N f2(Uz) = W, questo ¢ un aperto e non & connesso,

infatti & costituito da due componenti connesse W1 = {fi(u,v)| 7/2 < u < 27} e

Wy = {f1(u,v)| 0 < u < 7/2}. Il cambiamento di coordinate & dato da :

f2_1 o fi(u,v) = (u—m/2,v)in Wy (%)

fyto filu,v) = (u—37m/2, 2 —v) in Wa  (5x)

Costruiamo la matrice A associata al differenziale di f{l o fi(u,v) in Wi. A =

u 0

dunque Det(A) = u > 0. Se consideriamo la matrice B associata al

0 1
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0
differenziale di f; ' o fi(u,v) in Wa, otteniamo B = , che implica

0 -1
Det(B) = —u < 0. Dunque Kf(0, R, ) non ¢ orientabile. Q.E.D.

EXERCISE. 3.12

Definiamo un “fascio di piani” su un aperto U di R3 come P : U C R® — P(R3) :
p+— P(p) = {(z,y,2)|a1(p)xr+a2(p)y +as(p)z = 0} dove P(p) & un piano passante
per p. Il fascio di piani & detto differenziabile se tali sono i coefficienti a; dell’e-
quazione di P viste come funzioni di p. Definiamo infine una superficie integrale di
P, una qualsiasi superficie S tale che abbia come piano tangente in p esattamente
P(p) Vp € U . Sia w una forma differenziale di grado 1 su U con w(q) # 0,q € U.

Si mostri che :

(1) w determina un fascio di piani P tramite la condizione
v € P(p) CR? <= w,(v) =0

(2) Se S ¢ una superficie integrale di P che passa per p, si ha i*(w) = 0 dove
i:S < R3 é Iinclusione.

(3) Se esiste un superficie integrale S di Pche passa per tuttii p € U, allora
esiste una 1 forma o in un intorno V' di p tale che dw = w A 0.

(4) Se esiste una superficie integrale di P, per tuttiip e w = adzi+bdxs+cdxs,

allora
(820 — 83b)a + (Bg,a — 618)[) + (81b — 83&)0 =0
Svolgimento:

1. Siav = (p,x — p1,y — p2, 2 — p3) € Tp(R?) , e sia inoltre w = adzy + bdxs + cdxs

dove a,b e ¢ sono calcolati in p.

0 =wp(v) = a(p)(z —p1) + b(p)(y — p2) + c(p)(z — p3)
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e questa € proprio ’equazione di un piano passante per p.[]
2. i*wp[v] = wp(v), ma come v € T,,(S) = P(p), wp(v) = 0.0

3. Siano ws,ws due forme differenziali di grado 1 tali che {w = w1, ws, w3} = Q sia
un’insieme libero in V. Consideriamo dw, questo puod essere espresso in funzione di
w1, wa, ws come dw = a(wa Aws)+ B(wsAwr)+v(wi1 Aws). Come § & libero abbiamo
che Jv € T,(S) tale che ws[v]ws[v] # 0 Dunque la forma differenziale wy A ws & non

nulla in P(p). Consideriamo
0=d(i"w) = i"(dw) = a((i*w2) A (i"w3)) + B((*ws) A (i%w1)) +y((i*wa) A (iTwy)) =
= a(ws Awz) = a=0.

Da cui dw = w A (yws — Bws). Ponendo o = (yws — Sfws) otteniamo la tesi.
4. Abbiamo dunque che per ogni p dw Aw = —0 A (w Aw) = 0. In coordinate

dw = (Oa¢ — 93b)dxa A dxs + (O3a — O1¢)dxs A dxy + (016 — Oza)dxy A dag
da cui

0 =dwAw = ((O2c — I3b)a)dx1 A dxa Adxs + ((03a — O1¢)b)dxy A dxa A dxs+

—|—((81b - 83a)c)dx1 ANdxg A drs =
= [(Oac — O3b)a + (03a — D1¢c)b + (O1b — O3a)c|dxy A dxg A das

da cui la tesi.
EXERCISE. 3.13
Sia w = zdz + ydy + 2dz e sia P il fascio di piani generato su R?\ {0} da w. Si

mostri che per ogni p la superficie integrale di P in p é la sfera centrata nell’origine

e passante per p.

Svolgimento:
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Il piano generato da win p & 0 = py(z —p1) + p2(y — p2) +p3(z —p3). Consideriamo
la sfera di centro lorigine e passante per p, questa ha equazione cartesiana: z2 -+

y? + 22 = ||p||? =: 2, dunque la possiamo vedere come superficie di livello 72 della

2

funzione F : R® — R : (x,y,2) — 22 + y? + 22. 1l piano tangente a questa in un

punto p = (p1,p2,p3) € dato da

< VF(p1,p2,p3), (x —p1,y — p2,2 —p3) >=0

v

< (2p1,2p2,2p3), (x — p1,y —p2,2 —p3) >=0

p1(x —p1) +p2(y —p2) +p3(z —ps) = 0.

Q.E.D.

EXERCISE. 3.14

Sia w = zdx + zdy + ydz e sia P il fascio di piani generato su R3\ {0} da w. Si
mostri che per ogni p la superficie integrale di P in p non ha superficie integrale.
Svolgimento:

Dall’esercizio 3.12.d dobbiamo avere che se una forma differenziale ¢ ammette

superficie integrale per ogni p allora, sep = adz; + bdxs + cdxs,

(Oc — O3b)a + (O3a — D1¢)b+ (01b — O3a)c =0

Calcoliamo :

0 = (O2c — 93b)a+ (03a — O1¢c)b+ (01b — O3a)c=z+x +y
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che non ¢& uguale a zero per tutti i punti di R®\ 0. Dunque non ammette superficie

integrale per tutti i punti. Q.E.D.

EXERCISE. 3.15

Si consideri la retta reale R munita delle seguenti strutture differenziabili:

fi:R=>R:iz—uzx
fo:R=>R:z— 23

Si mostri che:

(1) L’applicazione identica ¢ : (R, f1) — (R, f2) :  — x non & un diffeomor-
fismo ( da cui si deduce che la strutture differenziali massimali generate
da f; e da f5 sono differenti.)

(2) L’applicazione ¢ : (R, f1) — (R, f2) : # = 23 & un diffeomorfismo (dunque
nonostante la differenza delle strutture massimali generate, queste sono

diffeomorfe.)

Svolgimento:

¢ ¢ un differomorfismo tra (R, f1) e (R, f2) se e solo se f, 'ovo f; & un diffeomorfismo
(fy tovo fi)[z] = ¢/ che in zero presenta dei problemi di differenziabilita. Dunque
non ¢ un diffeomorfismo. fy; ' oo filz] = f; (%) = z questa ¢ visibilmente
differenziabile per tutti gli x in R inoltre e continua ed inversa di se stessa, il che

implica chiaramente che é un diffeomorfismo. Q.E.D.
EXERCISE. 3.16
Sia M una varieta differenziabile connessa di dimensione n. Per ogni p € M

sia O, l'insieme delle basi di T,(M) quoziente la relazione seguente: “ la base

R é equivalente alla base B se e solo se la matrice di passaggio ha determinante
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positivo”. Chiaramente O, contiene due soli elementi, e ciascun elemento O, di O,
¢ detto orientamento in p, denoteremo —O,, ’elemento diverso da O, in O,. Ora
sia

M={(p,0,)|pe MeO, € O}

Sia B = {(fa,Us)|o € O} la struttura differenziale ( massimale) su M. Definiamo

fa:Us = M: (21,0 20) = (fa(@1, s @), [01, .., On])

dove [0, ..., 0y] € la classe della base di T,,(M) generata da f,. Si mostri che:

(1) A = {(fa,Us)} & una struttura differenziabile di M e che questa munita
di 2 ¢ orientabile ( anche se M nonlo ¢ ) .

(2) L’applicazione 7 : M — M : (p,0,)  p ¢ differenziabile, suriettiva e che
per ciascun p esiste un intorno V' C M, tale che U = 7~ 1(V) & unione di
due insiemi disgiunti tali che ciascuno di essi sia inviato da 7 in maniera
diffeomorfe su V. Per questo M ¢ detta doppia copertura orientabile di
M.

(3) M ¢ orientabile se e solo se M non é connessa.
Svolgimento:

(1) Linversa di fu € g : (p,0,) — f'(p) dunque ¢ biunivoca. Chiaramente
Uaco fa(Ua) copre M. Resta da verificare la differenziabilta del cam-
bio di coordinate ma gg o fa(gch...,xn) = f[;l o fal(z1,...,xy) dunque &
differenziabile.

(2) lafunzione  é differenziabile in (p, O,) se e solamente se data la parametriz-
zazione f, tale che p € f,(U,) lapplicazione f,! oo fa(azl, vy Tp) @
differenziabile in (z1,...,2,) = f7 (p). Allora f;'omo fo(21,...;2n) =
[ tom(p, Op) = fut(p) = (21, ..., xy) che & chiaramente differenziabile. La

suriettivita é chiara, sia V un intorno di p € M tale che p € V C f,(U,).
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Sia ¢ € V, n7(q) = {(¢q,04), (¢, —0,)}. Ci scegliamo per ciascun pun-
to un orientazione e indichiamo € questo insieme, questo & della forma
{Oylq € V}. Consideriamo l'insieme B = {(¢,—0,)|0, € @Ag € V} e
insieme B = {(¢,0,)|0, € PAge V}. n~ (V) =BHUBeENHE =0,
dunque é unione di due insiemi disgiunti. Resta da verificare che 7 é un dif-
feomorfismo tra B(B) e V. Consideriamo ¢+ (=) : V — B(B) : p — (p,0,)
((p,—0,) )dove O, € @. Dunque mm(mg) ¢ biunivoca e chiaramente
differenziabile, in quanto restrizione di applicazione differenziabile. Ri-
mane solo da verificare la differenziabilitad di ¢. Consideriamo dunque
f;l oo falwr,...;wn) = fa_l o p(p) = fo?l(pv Op) = fo'om(p,0,) =
(21, ..., ) chiaramente differenziabile.

(3) Supponiamo che sia orientabile , gli insiemi A = {(p,0,)| O, = fs}
dove {fs}sep ¢ un orientazione di M e B = {(p, —0,)| O, = fz} sono
non vuoti, aperti'® e disgiunti. Quindi M, é sconnessa. Viceversa, sup-
poniamo che M non sia connessa. Iniziamo con il dimostrare che 7 ¢
un’applicazione chiusa. Sia C un chiuso di M, questo ¢ vero se e solo se
fa_l(C’) ¢ un chiuso, dunque f;(C) = f7'(7(C)) ¢ un chiuso, ma un
sottoinsieme C’ di M ¢é chiuso se e solo se f,, 1(C") é chiuso, dunque 7(C')
¢ chiuso in M. Siano C; e Cy due componenti connesse di M, dato che
M ¢é orientabile allora lo sono anche Cye Cs in quanto aperti ™ e chiusi di
M. Poiché w(C}) ¢ chiuso, aperto e non vuoto in M allora coincide con
M. Ora 7 : C; — M é dunque chiusa, continua, suriettiva e per ciascun
punto di C esiste un intorno V tale che 7 sia un diffeomorfismo da V in

w(V).

EXERCISE. 3.17

Sia S = R2U {p*}, ovvero 'unione disgiunta di R2 e {p*}. Siano f; e f» le mappe

1830n0 aperti in quanto unione di immagini di aperti tramite omeomorfismi.
19per il lemma 3.34 sulle varieta orientabili .
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definite da :
(u,v) seu® +0v? #£0
fl (u7 U) =
p* altrimenti
(u,v) seu® +v2#0
f2 (U, U) =
Og2 altrimenti

Si mostri che {(f;,R?)|i € {1,2}} ¢ una struttura differenziabile per S, tranne per

il fatto che la topologia generata da essa non é T.

Svolgimento:

f1, f2 sono bijettive e f1(R2) = S\ {(Og2)}, f2(R2) = S\ {(p*)} da cui f1(R2)U
foLRH =S. filofo=frtofi= LR2\{0,,} che ¢ differenziabile. Consideriamo ora
i punti Ogz, p* € S, siano U, V un intorno di Og2 e p*, rispettivamente. Essi saranno
limmagine di un qualche intorno di Ogz, siano allora V = f1(Wy ), U = fo(Wy),
poiché Wy e Wy sono intorni di Og2 abbiamo che (Wy N Wy) \ {Og2} # 0, sia
(u,v) € Wy NWy) \ {Or2}, (u,v) = fi(u,v) € Ve (u,v) = fa(u,v) € U dunque

UNV #0. Da cui deduciamo che non esistono due intorni disgiunti di Ogz e p*.



CAPITOLO 4

Integrazione su varieta; Il teorema di Stokes e il

Lemma di Poincaré'.

Nel capitolo precedente abbiamo definito “I’habitat” delle forme differenziali, in
questo invece daremo un senso alla trattazione, infatti lo scopo principale delle
forme differenziali, come gia detto nel secondo capitolo, &€ quello di esser integrate,
ed & questo che faremo nel presente. Qui completeremo, o meglio generalizzeremo,
quanto fatto nel secondo capitolo, estendendo il concetto d’integrazione di una
forma differenziale al caso di varietd n dimensionali, orientabili e compatte. Inoltre
introdurremmo due teoremi fondamentali sull’argomento: il teorema di Stokes ed

il lemma di Poincaré.

4.1. Definizioni e teoremi riguardanti integrazione su varieta.

In questa sezione introdurremmo il concetto di integrale di una n forma su una
varieta di dimensione n, dapprima su R™ poi su varietd compatte ed infine su va-
rietd qualsiasi, a patto che esse siano orientabili e compatte. Per cid che riguarda
quest’ultima condizione in realtd troveremo il modo di eliminarla a patto di raf-
forzare le ipotesi sul tipo di topologia presente sulla struttura differenziabile. In
seguito verra introdotta la nozione di bordo di una varieta e di varietd con bordo,
ed enunciato il teorema di Stokes. Infine concluderemo questa sezione con il Lemma
di Poincaré. Iniziamo con il definire il supporto di una forma differenziale.

! Jules Henri Poincaré (29 Aprile 1854 —17 Luglio 1912) ¢ stato un matematico, un fisico teorico e
un filosofo francese. I suoi contributi sono stati importanti in molti campi della matematica.

112
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4.1.1. Integrazione su varieta.

DEFINITION 4.1. Sia w una forma differenziale definita in un aperto U una varieta

M™ . 1l supporto K di w ¢ la chiusura® dell’insieme:

A ={pe M" w(p) # 0}.

Consideriamo una n forma w su M" = R".

DEFINITION 4.2. Sia w = a(x1, ..., &, )dz1 A ... Adz,, tale che il suo supporto sia un

compatto® K contenuto in U. Definiamo

/w:/ a(y, ..., Tp)dxy - - - dy,
U K

dove l'integrale a destra é il classico integrale multiplo di R"”.

Procediamo ora con il definire I'integrale di una forma nel caso piu generale di
una varietd M, per evitare problemi di convergenza quest’ultima verrad supposta
compatta*. Come detto nell’introduzione della sezione, supporremo la varieta ori-
entabile. Supponiamo inizialmente che il supporto K di w, sia contenuto in un

unico sistema di coordinate, V, = fo(Uy).

DEFINITION 4.3. Sia wq = an (1, ..., Ty )dx1 A ... A dx,, la rappresentazione di w in

/w:/ w:/ aqdry - dxy,
M Va Uas

dove il terzo membro & un’integrale multiplo in R".

V,, allora definiamo:

2La chiusura di un insieme A C X, con (X, T) spazio topologico, ¢ il pit piccolo chiuso contenente
A, ovvero (;c; Ci, dove {C;};er ¢ 'insieme di tutti i chiusi che contengono A.

3Dato che siamo in R™ e che il supporto & un chiuso, allora é sufficiente che sia limitato. In
generale dato uno spazio topologico (X, 7) un’insieme K ¢ detto compatto se e solo se per ogni
ricoprimento {A; };¢r, con I famiglia di indici qualsiasi, & possibile estrarre un sotto ricoprimento
finito, ovvero, equivalentemente, é possibile trovare una famiglia finita di indici J C I tale che
{A;}ics sia ancora un ricoprimento.

In questo modo abbiamo che il supporto é un compatto, poiché un chiuso in un compatto é
compatto.
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Si deve ancora mostrare che questa definizione é formalmente corretta, infatti
potrebbe capitare che K sia contenuto anche in un altro sistema di coordinate
Vs, e si deve avere che l'integrale nei due casi coincide. Possiamo supporre, al

limite restringendo U, e Ug, che V,, = V. Sia il cambiamento di coordinate:
foajlofg:Ug—)Ua,

datodaz; = fi(y1,...,yn),coni € {1, ....,n},T = (x1,...,2n) €EUs€§ = (Y1,---,Yn) €
Ug. Abbiamo dunque:

WB = f*woza
da cui si ottiene:

wg = Det(df)agdyr A ... A\ dyp,

dove ag(y) = an(f1(9), ..., fn(9)). D’altro canto, abbiamo, per la regola del cambio

di variabili nell’integrale multiplo, che:

/ w = / a/adxl . dq;n = / |D6t<df>|a/,@dy1 e dyn = / W,
Va Ua Us &

nell’ultima eguaglianza si é sfruttato il fatto che Det(df) > 0, ovvero |’ orientabilita,
dunque questa é indispensabile poiché l'integrale di w in una varietd resti ben
definito. Inoltre la scelta dell’orientazione di M fissa il segno dell’integrale di w,

prendendo un’orientazione opposta’l'integrale di w cambia di segno.

Passiamo ora al caso in cui K non sia contenuto in un unico sistema di coordinate.
Prima di generalizzare I'integrazione a quest’ultimo caso abbiamo bisogno di alcuni

importanti lemmi e di una proposizione ad essi conseguente.

LEMMA 4.4. Esiste una funzione differenziabile ¢ : By (0) — R, tale che:

(1) »(p) =1 sep € BY(0),
(2) ¢(p) € (0,1] se p € By(0),

50vvero data un’orientazione {(fa,Ua)}, lorientazione {(gg,Vj)}, tali che siano contenute nella
stessa struttura differenziabile, & detta opposta se e solo se, dati ce 8 per cui vale gg(Vg)Nfa (Ua) #
0, si ha Det(d(g5" o fa)) < 0.



4.1. DEFINIZIONTI E TEOREMI RIGUARDANTI INTEGRAZIONE SU VARIETA. 115

(3) ¢(p) =0 se p € By(0)\B5(0).

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo con il definire:

t
alt) = / e GRIER X(-2,-1) (7)dr,

— 00
dove con x4 indichiamo la funzione caratteristica di A. La funzione « cosi ottenuta
é ovviamente differenziabile ed inoltre si a che ammette massimo per t = —1; detto

M questo massimo, poniamo:

o(p) = %7 p € By(0).

La verifica delle tre proprieta risulta immediata in quanto:
a(t)=0set € (—o0, —2],

alt) < M set e (—2,-1]

ed infine

at)=M set>—1.

Da questo lemma ricaviamo il seguente:

LEMMA 4.5. Data una varieta differenziabile M™, p € M e g : U — M una
parametrizzazione in un intorno di p; esiste una parametrizzazione f : BY(0) — M

attorno a p, tale che f(B%(0)) C g(U) e f~1(p) = Ogn.
DIMOSTRAZIONE. Sia (29,...,20) in U tale che g(29, ...,22) = p, sia inoltre r € R*
tale che B,.(p) C U, allora definiamo:

f : B3(0) - M: (:rh ,l’n) = g(gxl +x(1)7 (a3} gxn + Ig),
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questa € ovviamente una parametrizzazione di un intorno di p tale che f(0) =pe

che f(Bs(0)) C U. O

Infine dai due lemmi precedenti otteniamo la seguente, importante, proposizione.

PROPOSITION 4.6. (Esistenza di una partizione differenziabile dell’unita.) Sia M™
una varietd compatta e sia {V,} un ricoprimento di M costituito da sistemi di

coordinate. Allora esistono delle funzioni differenziabili o1, ..., o, tali che:

(1) ZZL PYi = 1,

(2) 0 < p; < 1,eil supporto di @; é contenuto in qualche V,,, del ricoprimento
{Vat.

(3) U:; Vo, = M.

Le {p;} sono dette partizione differenziabile dell’unitia subordinata al ricoprimento

{Va}.

DIMOSTRAZIONE. Sia p un punto di M, detta f, una parametrizzazione in un
intorno di p che goda delle proprieta data nel lemma4.5. Posto V), = f,(B3(0)) e
W, = fp(B1(0)) C V), abbiamo che la famiglia {I¥,} ¢ un ricoprimento di M, e
dunque lo ¢ anche la famiglia {V,,}. Dato che la nostra varieta é compatta possiamo
estrarre da questi due ricoprimenti sue sotto ricoprimenti finiti, estratto Wy, ..., W,,,
possiamo prendere come sotto ricoprimento di {V,,} I'insieme dei V; associati ai ;.
Definiamo le funzioni 0; : M — R come:

poflx) sex eV,

0;(x) = ,

0 sex € M\V;
con ¢ la funzione definita nel lemma 4.4; le applicazioni cosi ottenute sono differen-
ziabili e il loro supporto é contenuto in V;, infine si ha che ), 6; > 0 . Definiamo

infine:
i = 5. 0,
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Immediata la verifica del fatto che ¢;(p) € [0, 1] e che rispetta le condizioni volute.

]

REMARK 4.7. La proposizione precedente vale ancora qualora si considerino delle
varietd non compatte, che possiedano basi locali® numerabili, considerando dei ri-
coprimenti localmente finiti”. Esiste un teorema che ci garantisce che ogni varieta
possiede dei ricoprimenti localmente finiti, questo pud essere trovato, per esem-

pio, nel [WarFDM]. Infine osserviamo che non ¢é richiesta 1’ orientabilita nella

proposizione precedente.

Adesso che abbiamo una partizione differenziabile dell’unitd, possiamo finalmente

definire l'integrale su una varietd compatta ed orientabile.

DEFINITION 4.8. Sia M™ una varietd compatta ed orientabile, sia inoltre {V,,} un
ricoprimento di M costituito da sistemi di coordinate ed infine, sia {p;}o<i<m una
partizione differenziabile dell’unita associata a {V,}. Definiamo l'integrale di una

n forma differenziale w su M, come:
m
w= (piw).
o=

Facciamo notare che p;w ¢ una forma differenziale il cui supporto é contenuto in

uno dei V,,, dunque il membro di destra é perfettamente definito.

Si dimostra facilmente che la definizione di integrale non dipende ne dal ricoprimen-
to né dalla partizione dell’'unitd ad esso associata. Assumeremo come dato questo

fatto.

6Vedi la definizione 3.2.
7Ovvero che in ciascun punto della varieta & contenuto in un numero finito di insiemi del
ricoprimento.
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4.1.2. Il Teorema di Stokes. In questa parte di questa prima sezione in-
trodurremo il Teorema di Stokes, ma per fare questo abbiamo bisogno di alcune
definizioni preliminari, che ci permettano di enunciare in maniera precisa il teorema.

Iniziamo con la definizione di semispazio.
DEFINITION 4.9. Il semispazio di R™ é I'insieme
H" = {(z1,...,xs) € R"| 1z <0},

dotato della topologia indotta da R™, quest’ultimo dotato della topologia euclidea®.

Definiamo ora funzioni differenziabili e differenziale di una funzione nel semispazio

H"™.

DEFINITION 4.10. Sia f: V CH"” — R, con V Un’Aperta di H". Allora f ¢ detta
differenziabile se e solo se esistono U, aperto di R™ contenente V', ed una funzione

f : U — R, differenziabile, tale che:

v =1

ovvero che la restrizione di f a V sia f. In questo caso il differenziale di finp € V

& df, = df,.

Nel caso V non contenga punti del piano II; = {(z1,....,2,) € R"| 21 = 0}, la
definizione di df, coincide con quella data in R™. Mentre, in caso contrario, ovvero
p € IIy, il differenziale df;, ¢ un’applicazione definita per tutti i vettori di R}.

Utilizzando le curve ¢ facile mostrare che df, ¢ indipendente dall’estensione f scelta.

In maniera similare definiamo il concetto funzione differenziabile f : V' C H™ — R™.

Andiamo ora definire il concetto di varieta con bordo regolare.

8La topologia che ha come base B = {B*(Q); r € Q, Q € Q"}.
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DEFINITION 4.11. Una varieta differenziabile con bordo ( regolare ) di dimensione
n, o n varietd con bordo ( regolare ), ¢ la coppia (M,2(); dove M & un insieme, e

2 ¢ una famiglia di coppie:

2= {(fom Ua)}aeAv

dove f, : U, C H® — M, sono applicazioni iniettive, da un aperto U, di H"® in

M, tali che:

(1) Ugea fa(Ua) = M, ovvero tali che le immagini delle f, siano un ricopri-
mento di M.

(2) Per ogni coppia «, § € A tale che fo(Uy) N f3(Ug) = W # 0 si abbia che,
ftW)e fﬁ_l(W) siano aperti di H" e le applicazioni f, 1o fge fgl 0 fu
siano differenziabili.

(3) La famiglia 2 sia una famiglia massimale che rispetti le 1) e le 2).

(4) La topologia su M data dalle f,'° ¢ Ty e No.

La coppia (fa,Us) , con p € fo(Uy,), & detta parametrizzazione, o sistema di
coordinate, di M in p; L’insieme f,(U,) ¢ detto intorno coordinato di p, ed infine
la famiglia 21 & detta struttura differenziabile su M. Infine un punto p € M é detto

del bordo se per qualche parametrizzazione f, in p abbiamo che f;!(p) € II;.

Per cio che riguarda, i punti del bordo abbiamo il seguente:

LEMMA 4.12. La definizione di punto del bordo non dipende dalla parametrizzazione

scelta.

DIMOSTRAZIONE. Siano f,g due parametrizzazioni in un intorno V di p € M,

supponiamo che p sia del bordo per f ma non per g; ovvero p = f(0, o, ..., z,) =
9Dove I'n ¢ la dimensione della varieta.

10Un aperto A su M é tale se e solo se per ogni «, tale che ANfo(Us) # 0, vale che fo ' (ANfa(Us))
é un aperto.
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g(y1, -, yn) con y, # 0. Sia W = f(X)Ng(Y), questo & non vuoto e saranno
dunque non vuoti:

T=g7'(W), R=f"(W),

dunque:

flog:T—R,

¢ un diffeomorfismo, considerata una bolla di raggio r centrata in (y1,...,yn) = ¢,
che non intersechi il piano x; = 0, questa viene inviata diffeomorficamente in un
intorno di (0,2, ...,z,), ma allora questo dovra contenere dei punti della forma

(z1,...,25) con z1 > 0, che non sono contenuti in H". O

L’insieme di punti del bordo di una data varieta con bordo regolare M é detto
bordo, ed indicato M. Se il bordo di M ¢é vuoto allora la definizione di varieta
con bordo e quella di varietd data nel capitolo tre, coincidono. Per cui d’ora in
poi con varietd verra indicata una varietd con bordo, dato che il caso precedente
é incluso. Si estendono facilmente tutte le definizioni date precedentemente nel
caso di varietd senza bordo, infatti si introducono esattamente allo stesso modo
delle corrispondenti definizioni per le varietd, semplicemente sostituendo R™ con

H". Sempre per quanto riguarda il bordo di una varietd abbiamo il seguente.

THEOREM 4.13. Sia M una varieta n dimensionale, il suo bordo OM é una varietd
(n-1) dimensionale. Inoltre se M ¢é orientabile allora l’orientazione su M induce

un’orientazione su OM.

DIMOSTRAZIONE. Sia p un punto del bordo di M e sia f, : Uy, — M, con f,1(p) =

q=(0,29,...,x,) € U,. Poniamo inoltre:

U, = U, N1I,.

Identificando II; e R"~!, possiamo dunque vedere U, come un aperto di quest’ul-
timo, detta f, = faly» abbiamo, per il lemma 4.12 che falUs) € OM. Si pud

facilmente dimostrare che {(fa,U,)} ¢ una struttura differenziabile su dM e questo
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prova la prima parte dell’asserto. Consideriamo un punto ¢ la cui immagine sia nel
bordo, supponiamo che f,(Us) N f5(Ug) # 0, osservato che f,! o fz porta punti

della forma (x’f, ...,¥5) in punti della forma (z¢, ..., z%), abbiamo:

Det(d(f 0 f5))g = 23 Det(d(F" o Fi)a),
oah

visto che = e xf sono negativi in un intorno di ¢ e che z¢(¢) = 0, abbiamo che

81(1;
oz}

> 0, poiché per ipotesi si ha Det(d(f;' o fg)) > 0, otteniamo asserto. O

Adesso possiamo enunciare il teorema di Stokes:

THEOREM 4.14. (di Stokes) Sia M una varieta differenziabile, con bordo regolare,

di dimensione n, compatta ed orientata. Sia wuna n-1 forma differenziale su M, e

sia 1 : OM — M Uinclusione del bordo in M. Allora:

/ i*w:/ dw.
oM M

DIMOSTRAZIONE. Sia K il supporto di w. Iniziamo con il supporre K CV = f(U),
un intorno coordinato della parametrizzazione f : U C H®" — M. In U possiamo

scrivere w come:
w = Zajdxl Ao A d.rj_1 A dl‘j+1 A...Ndx,,
J

dove a;j(z1,...,2,) € una funzione differenziabile in U. Allora possiamo scrivere:

dw = Z(—l)j_lajaj dxy A ... N dx,.
J
Supponiamo inizialmente che f(U) N IM = (. Allora w ¢ nulla in OM, il che
implica che i*w = 0, e dunque ¢é nullo |, aa ¢ w- Estendiamo le funzioni a; e con un
piccolo abuso di notazione poniamo:

a;(z1,...,xn) (21,...,2n) €U
aj(xl,...,xn) = y

0 (X1, eyxpn) € U
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poiché f~1(K) C U, le funzioni cosi definite risultano esser differenziabili in H".
Poiché f~'(K) ¢ un compatto, allora esiste un parallelepipedo Q, dato da z <

z; < a:}, che lo contiene. Allora:

/ dw = / Z(—l)j+18jaj dxy - -dr, = Z(—l)jH/ Ojajdxy - - - dxy, =

= Z(—l)JJrl /[a]—(ml, ...71'3',1,1';,1'3'4,1, ...,xn)—aj(:rl, ...,Z'j,171'9,1'j+1, vesy "En)}diﬂl e d.fj,ldxijl e dlEn =
J

. - 1 _ O _ .
Poiché aj(x17...7:rj,1,xj7xj+1, X)) = a1, ...,xj,l,xj,xjﬂ,...,xn) = 0, abbi-

=0= / *w.
oM

Supponiamo che f(U) N OM # 0, possiamo scrivere I'inclusione i come z7 = 0 e

amo che

x; = x;. Allora, utilizzando 'orientazione indotta sul bordo, possiamo scrivere:

<k

i*w=a1(0,x2, ..., Tpn)dxa A ... A dTp.

Procediamo estendendo le a; come fatto in precedenza e considerando il paral-

lelepipedo @, contenente f~1(K), dato da:

tale che f~!(K) sia contenuto nell’interno di @ unito con @ N1I;. Allora:
/ dw = Z(_1)j+1/ djajdxy - - - dxy, =
M r Q

:/al(O,xQ,...wn)—al(:n?[,...,a:n)dxyndxn—l—

+Z(_1)j+1 /[aj(zl, e L1 T Ty oo T) = (B0, ey Tj1, B, T 15 ooy T )| day -+ - dj g djyy - - dy =
i>1

sahA 1 — 0 —
Poiché aj(:vl,...,xj_l,:z:j,xj+1,...,9:n) = aj(l‘l,...,lfj_17l‘j,$j+1,...,In) = O, con

j>1,eai(xl, ..., x,) = 0 abbiamo che

:/a1(07m2,...,xn)d:ﬁ2--~dmn:/ *w.
oM
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Passiamo ora al caso generale, sia {V,} un ricoprimento aperto di M compatibile
con lorientazione, sia ¢;, j € {1,...,m}, la partizione differenziabile dell’'unita ad
essa associata. Le forme w; = ¢ w, soddisfano le ipotesi dei casi precedenti e quindi
per ciascuna di esse vale il Teorema di Stokes, ora ), dp; = d (ZJ <pj> =d(1) =

0,dunque abbiamo che:

w = ij, dw = Zdwj,
J J

quindi:

/de:%:/ij:zj:/aMi*wj:/aMi*w.

O

COROLLARY 4.15. (Teorema della divergenza)Sia M una varietd con bordo di di-
mensione 3 di R3, sia V un campo di vettori. Si scelga un’orientazione di R® e

sia N il vettore normale a OM nell’orientazione indotta. Infine sia o I’elemento

d’area di OM. Allora:

/V-VV:/ <V,N = o.
M oM

DIiMOSTRAZIONE. Consideriamo un intorno U C R? di p € M, i campi differenzi-
abili ortonormali e, es, N tali che ej, ey siano tangenti a M. Allora, una volta

indicato con w =< V >, si ha:
i*(*w(elaEQ)) == ‘/7N et

il che vuol dire:

i*(xw) =< V,N > o.

In questo caso:

/MV-VV:/Md(*w):/BMi*(*w):/aM<V,N>a.
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4.1.3. Il Lemma di Poincaré. Sia M"” una varietad differenziabile, estendi-
amo il concetto di forma differenziale chiusa e di forma differenziale esatta viste nel

secondo capitolo, al caso di varieta di dimensione n.

DEFINITION 4.16. Una k forma differenziale w, definita su M é detta esatta se
esiste una k — 1 forma differenziale § tale che w = dB. Invece w ¢é detta chiusa se
dw = 0. Qualora per ogni punto p € M esiste un suo intorno V), tale che w sia

esatta in V,, allora w é detta localmente esatta.

Poiché d? = 0, abbiamo che una forma differenziale esatta é anche chiusa. Mentre

il viceversa non ¢é vero, almeno in generale'!.

DEFINITION 4.17. Data una varietd M™, questa & detta contraibile, ad un certo

punto pg € M, se esiste un’applicazione differenziabile
H: MxR— M:(pt)— H(p,t),

tale che:

H(p,1)=p, H(p,0)=po, Vpe M.

Definite le varietd contraibili, possiamo enunciare il lemma di Poincaré; questo ci

fornisce un legame tra chiusura e esattezza di una forma differenziale contraibile.

THEOREM 4.18. (Lemma di Poincaré) Sia M una varietd contraibile e sia w una

k forma chiusa su M, allora w é esatta.

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo con il definire la proiezione:

T MXR— M:(pt)—p,

HUn controesempio ¢ dato dalla forma w = 1‘;37;";?, definita in R?\{0g2}, questa & chiusa ma
non esatta.
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denotiamo inoltre con @ la k forma su M x R data da H*w, dove H ¢ la mappa

che ci fornisce la contraibilitd di M. Definiamo l'inclusione a livello ¢, come:
it M—>MxR:p— (pt),

Definiamo un’applicazione I che, data un &k forma in M x R, ad essa assegna una k
forma in M. Iniziamo con il utilizzare il lemma 4.19, che ci dice che una qualsiasi

kforma @ in M x R si puod scrivere in maniera unica come:
(4.1.1) w=wi +dtAn,

con wy una k forma tale che wy[vy, ..., vx] = 0, se qualche v;, ¢ € {1, ..., k}, appartiene
al nucleo di dm, e n € una k — 1 forma con la stessa proprieta. Siano p € M e

V1,..., U € Tp(M), allora in p:

(@), 01, ooy va] = /O (0(p, Oldis[on] .. dis[or]] b,

dove n ¢ data dalla decomposizione di @ descritta nella (4.1.1). Poiché M ¢
contraibile

Hoiy =up, Hoig=pye M.

Dunque:

w=(Hoi)'w=1(Hw) =1ij®,
0= (Hoip)'w=1i{(H"w) = ijw.

Inoltre, poiché dw = 0, si ha: dw = d(H*w) = H*dw = 0. Utilizzando il lemma

4.21, otteniamo che:
w=1ij0 =1ijw —ijw = d(Iw) + [(dw) = d(Iw) = do,

posto a = Iw. [l

Osservando che una forma esatta & chiusa otteniamo che nel caso di varieta con-

traibili allora I’esser esatta e I’esser chiusa sono proprieta perfettamente equivalenti.
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Per dimostrare il lemma di Poincaré ci siamo serviti di due lemmi, andiamo ora a

vederli in dettaglio.

LEMMA 4.19. Ogni forma differenziale di grado k & in M X R, intesa come varieta

prodotto'?, puo esser scritta in forma unica come:
w=w;+dtAn,

con wy una k forma tale che wilvy,...,vx] = 0, se qualche v;, i € {1,...,k},

appartiene al nucleo di dw, e n é una k — 1 forma con la stessa proprieta.

DIMOSTRAZIONE. Siap € M e f: U — M una parametrizzazione in un intorno di
p. Allora f(U) x R é un intorno coordinato in M x R. In questo intorno, denotate

le coordinate come (1, ..., Z,, t), possiamo esprimere @ come:

w = E ajl__,jkdle /\/\di[,'jk-l-
J1sesdke

+dt A\ Z bjln-jk—ldle VAN d.’Ejk71 = w1 + dt A n.

J1seedk—1

Ovviamente w; e 1 godono della proprieta richiesta. Inoltre abbiamo trovato l’e-
spressione locale della decomposizione, da cui l'unicita. Per cid che riguarda l’e-
sistenza é sufficiente definire wje 7 in ciascun intorno coordinato utilizzando Iespres-
sione locale, nell’intersezione di due intorni le definizioni risultano essere uguali per

unicita, dunque w; e i possono esser definite globalmente. [

DEFINITION 4.20. Sia M come nel lemma precedente, e sia iy : M — M x R :
p +— (p,t), l'inclusione a livello ¢. Definiamo ’applicazione I che ad una k forma di

M x R assegna una k — 1 forma in M, definita da:

Iwplv, ..., vg—1] :/0 {n(p,t)[dit[v1], ..., di¢[vi—_1]]dt,

2Date due varieta (M, {(fa,Ua)}) € (N, {(95,Vg)}) la varieta prodotto ¢ la varieta
(M XN, {(fa X g5,Ua x Vg)}),

dove fo X gg: Ua X Vg = M X N : (Z,7) — (fa(Z),gs(y)). Si dimostra che questa ¢ ancora una
varietd e che la sua dimensione & la somma delle dimensioni di Me N.
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con w = wi +dtAn , una k forma su M xR e a destra la decomposizione del lemma

precedente.
LEMMA 4.21. Siano M, iy, @, wy ed n come dal lemma 4.19. Allora:
1o —igw = d(Iw) — I(dw).
DIMOSTRAZIONE. Sia p € M. Iniziamo con il notare che I ¢ additivo, quindi
possiamo limitarci a considerare i casi:
W= fdx;, N..Ndzj, (a), ©=fdtNdz;y A...Ndz;, , (D),
Iniziamo con il caso (a), consideriamo il sistema di coordinate (x1, ..., z,,t), calco-

1
I(dw), = (/ Zdt) dz;, A...Ndzx;, =
0

= (f(pv 1) - f(p7 0)) dxil AR dm'lk = iT(IJ - iS‘D‘

liamo I(dw),;

Consideriamo ora d(I@) = d(0) = 0, questo poiché 7 in questo caso risulta esser

nullo.
Passiamo ora al caso (b); in questo caso si ha:
iow =10 =0,
calcolando dw = ), 0; fdx; N dt A dx;, A ... Adz;,_,, dunque:

1
I(dw) ==Y (/0 aifdt> deg Adzg, A Ad,

i

1
d(Iw) =d U fdtdz;, A .../\d:z:l-k_l} =
0

1
= Z </ &fdt) dl’z AN difil A A dxl-k_l.
0

%



4.2. RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI SULL’INTEGRAZIONE SU VARIETA. 128

Finita la parte delle definizioni e dei teoremi, passiamo agli esercizi.

4.2. Risoluzione degli esercizi sull’integrazione su varieta.

EXERCISE. 4.1

Sia f : R?* — R una funzione differenziabile e sia w la 2 forma su R? data da:

O1fdy Ndz+ Oz fdz N dx + O3 fdx N dy
°T 19 I |

Ammettiamo che se a € R & un valore regolare per f ( cioé, per tuttiip € f~1(a),

df, é suriettiva) allora:
M? = Ly(a) = {(z,y,2) € R’| f(2,y,2) = a}

¢ una superficie regolare e orientabile di R3(cf. [DoCDG], 2.2). Si mostri che
la restrizione di w a M? & un elemento d’area di M2, Con I'ultima affermazione
s’intende che se {v1,v2} ¢ una base positiva di T),(M?), con p € M2, allora w[vy, v]

é 'area del parallelogramma generato da vie vs.
Svolgimento:
Data una parametrizzazione

g: U g R2 — M g Rg : (ua'U) = (gl(u7v),gg(u,v),gg(u,v))

di M in un intorno di p, compatibile con l'orientazione, definiamo g, = d1g, g, =
Oa2g. Ricordiamo che V f L g, g, in tutti i punti di g(U) ( vedere esercizio 1.12).

Da cui
Vf H Gu X Gu- (Tl)

inoltre abbiamo che ¢ addirittura equiverso. Notiamo inoltre che:

z=g1(u,v) = dx = d1g1du + dag1dv.
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ragionando allo stesso modo per y e z, considerando che

Gu X gv = Det | 9191 Oag1 O3

0192 0292 0392

Bsvolgendo i prodotti esterni otteniamo:

der Ndy+dz ANdx +dy Ndz = (Z(gu X gv)i> du A dv.

i
Dove (g, X g,) rappresenta la i-esima componente di g, X g,. Allora otteniamo:

_ <V f,(gu X gv) >_du/\dv (2) IV flIl[(gu ng)”du/\dv: g X go||durdv = do.

IV 11l IV £l

Che ¢é esattamente ’elemento d’area do.

EXERCISE. 4.2

(1) Sia w = zdy — ydx e j : M — R? l'inclusione di una regione limitata con

bordo regolare M. Si mostri che:

Area(M) = %/ Jw.
oM

(2) Sia

w=uxdy ANdz —ydx ANdz + zdx N\ dy

e sia j : M — R? P’inclusione di una regione limitata con bordo regolare

OM. Si mostri che:
1 o
Volume(M) = = Jrw.
oM
(3) Si generalizzino i punti precedenti a caso di R™.

Svolgimento:

1311 determinante ¢ da intendersi in senso formale, cioé ai +bj + ck ¢ da intendersi come il vettore
(a,b,¢).
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Ricordiamo che se M ¢é una regione limitata e con bordo regolare in R™ allora

abbiamo:

Volume(/\/l):/ v.
M

(1) Ora nel caso bidimensionale questo si riduce a integrare [ v dr A dy.
Notiamo che:

v = d(zdy) = d(—ydx).

Da cui applicando il teorema di Stokes abbiamo che :

M oM oM

1l che implica:
1 1
/ v= 7(/ xdy+/ —ydx) = 7/ Jrw.
Mmoo 2 am oM 2 Jom
(2) Nel caso di R? abbiamo:
v=dx ANdy Ndz = d(zdy A dz) = d(—ydz A dz) = d(zdx A dy).
Da cui, per il teorema di Stokes:

/ 1/:/ xdy/\dz:/ —ydx/\dz:/ zdx N dy.
M oM oM oM

Che implica:

(3) Consideriamo

w = Z(—l)j+1l‘jdl‘[(j).
j=1

Dove I(5) =(1,...,5 — 1,57+ 1,...,n). Ora osserviamo che:
V= d((—l)jJrledﬁC[(j)).

Dunque:

/ V= / (—1)j+1l'jd$1(j).
M oM
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Da cui deduciamo:

v=— E (-1 adrgyy = f/ i*w.
/M nJom I Ty oM

EXERCISE. 4.3

Sia
xdy Ndz —ydx N dz + zdx A dy
(22 1 % + 22)3/2

una 2 forma in R*\{0}, e sia M? C R? una superficie orientata non passante per

I’origine. Si mostri che:

(1) La restrizione a M? di w & uguale a

0
cost .

)

r2
dove do é I'elemento d’area di M2, dato p € M? | r? & il quadrato della
lunghezza del segmento Op e 6 & "angolo positivo formato da Op con il

vettore normale unitario N della superficie.

2) Definiamo ’angolo solido dalla quale é vista M? dall’origine come:
& g

Q:/ w.
MZ

( Possiamo giustificare la nostra definizione con il fatto che: dato p € M?
,cos # 0 e un piccolo intorno di p, diciamolo AM, allora r%cos@Area(AM)
é Darea della parte di sfera unitaria, con centro 0, e determinata dalle
semirette che uniscono l'origine a AM. ) Ora sia M una ragione di R?
limitata e con bordo regolare, diciamo quest’ultimo M, tale che 0 ¢ OM.

Si mostri che:
Q=0se0¢ M, eQ=4m, se0 € M.
Dove 2 é I’angolo solido formato da M.

Svolgimento:
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(1) Poniamo p = (z,y,2), r? = 22 + y? + 22, posto v = p/r. Utilizzando
I’esercizio 4.1 e f = v otteniamo:
1 1
W= <PguXgy=duhdv=— <v,N =g, X gy|du N dv =
r T

0
_cosf .

r2

(2) Siano a; = a, ag =b, a3 =¢, x1 = x, T2 = y e x3 = z. Otteniamo che:
z+1
= Z sl
5 (5"
Da cui

(3, (-1p+ia)

/2 + 5/2
(Za %) (%3)

Se 0 ¢ OM, allora possiamo applicare il teorema di Stokes che implica:

:/ w:/ dw = 0.
oM M

Supponiamo che 0 € M, allora esiste una bolla che contiene l'origine e

o3 -

tale che la sua chiusura sia contenuta in M, diciamola B,. Allora

/ w:/ w—/ w+/ w:/ der/ w:/ w
oM oM OB, OB, M\ B, OB, OB,

Calcoliamo allora

/ w= // stnfdfdp =
9B, [0,27] % [0,7]
2 ™ ™
= / / sinfdfde = 27r/ sinfdf =
o Jo 0

= 27[1 — cosf|§™ = 4.

EXERCISE. 4.4

Sia ¢ : R? — R una funzione differenziabile, omogenea di grado k ( vedere Esercizio
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1.18). Si mostri che:

(1) Se B = {p € R?| |p| < 1} ¢ la regione dello spazio delimitata dalla sfera

unitaria 52, allora

/ Aspdx Ndy Ndz = / kedo,
B 52

Dove do & Pelemento d’area di S? e Asil laplaciano.

(2) Sia
= arxt + a2y4 +aszt+ 3a4x2y2 + 3a5y2z2 + 3a6x222,

allora:

dr 5
/S? pdo = 3 ; a;.
Svolgimento:
(1) Per l'identita di Eulero abbiamo che
ke = 2019 + yOap + 2050,
Da cui otteniamo:

/Agapdx/\dy/\dz:/5%<,0+822<,0+8§<pdx/\dy/\dz:
B B

Z/ Zd(ai@dxl(i))-
By

Consideriamo la parte si sfera parametrizzata da:

¥ :BY(0) = S?: (2,y) = (z,y,V/1 — 22 + y2).

Per le altre parametrizzazioni agiremo in maniera similare.

calcoliamo v, = 017 e ¥, = Oat):

= (10 s

Anzitutto
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. (o, L —y>.
V1= (@2 +y?)

Da cui:

_ € Yy
Ve X = <¢1<x2+y2>’ \/1<x2+y2>’1>’

Che ci permette di calcolare:

do = |[tha X thy|ldx N dy =

xr2 y2
=Gy -Gty

2 +y2 -1 1
= ldx A dy =
\/1—(£102+y2)+1—(fc2+y2)+ T

1
=l 4 ldeAdy =
\/ Ty Y

1
= _dzAdy.

Inoltre dato che:
z=+/1-(22+y?)

otteniamo

de= ——  —dpt—— _dy. (d)

VI (@ +9?) = (@ +y?)

Consideriamo una partizione differenziabile dell’unita, denotiamola ;, as-
sociata alla struttura differenziabile {(1;,U;)}, su S?, usata nell’esercizio

3.9, di cui 9 fa parte. Possiamo scomporre dunque l'integrale

| S owduiy =3 [ oo,
S22 i Y Ui

Esistera un certo jo tale che v;; = 1. Consideriamo allora

Z/ dip o gjodjjo deo =
% Ujo
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/ Or1pdy N\ dz + Oapdx: N\ dz + Ospdx A dy. (i)
Ujo
Considerando che z = /1 — (22 + y2) otteniamo che

1— (22 +y?) B 203

Os3p = ———x—o—= =
YTV @ ) T VIS @ )

Sostituendo la (¢) e la (d) nella (i) otteniamo:

Z/ dip © &g ¥jodo, =
i Ujo

(t)

= / O1pdy N dz + Oapdx N\ dz + Ospdx A dy =
Ujo

= / 2O + YOz + 205pdo =
U,

J
= / kQDdO'jO.
w(Ujo)

Ragionando in maniera identica per le altre 1); otteniamo che

Z/ Oip o &vpdo; :/ kodo
i Uj P

(U;)

da cui

/Azgodx/\dy/\dzz/ Zd(aﬁpdxl(i)):
B By
:/ > dupda ) = Z/ dip o &jihjdoy =
S2 i .7 Uj
= Z/ kodo; :/ kedo.
i w(U7) 52

(2) Osserviamo prima di tutto che

p(te, ty,tz) = t'o(z,y, 2).

Dunque che ¢ ¢ omogenea di grado quattro. Abbiamo per il punto

precedente che:

1
/ pdo = f/ Aspdzr A dy A dz.
S2 4 B
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Calcoliamo il laplaciano di ¢:
Ao =0ip+ 050+ 050 =

=12a12% + 6a4y2 + 6agz? + 12a2y2 + 6a522 + 6asx? + 12a32% + 6a5y2 + 6agz? =
3
= 6> 20,27 + as(2® +y?) + as(y® + 2°) + ag(a® + 2%)] =

i=1

= 6[(2a1 + as + ag)x® + (2a2 + ag + as)y* + (2a3 + a5 + ag) 2.

Svolgiamo ora il seguente integrale in coordinate sferiche:

/mzdmdydz:/// p°sin0cos® pdpdpdd =
B D

Dove D = [0,27] x [0,1] x [0,7] C R®.

1 T 27
:/ p5dp/ singe/ cos?0df =
0 0 0
14

= < -T.

63

Da cui si deduce:
1
/apdaz E/Aggodx/\dy/\dz:

= /3[(2@1 4 ag + ag)r? + (202 + ag + as)y® + (2a3 + as + ag) 2 |drdydz =
14 14 14
=3[(2a1 + a4 + 016)6577 + (2a2 +as + a5)6§7r + (2a3 + a5 + as)égﬂ']

= %WZai.

EXERCISE. 4.5

Siano : R3 = R due funzioni differenziabili, e sia M3 C R?® una varieta
y g

differenziabile compatta con bordo M. Si mostri che:
(1) (Prima identita di Green.)

/ <Vf,Vg>1/+/ nggz/:/ f<Vg, N = o,
M M oM
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dove v e o sono, rispettivamente, gli elementi di volume di M e di area
di OM.

(2) (Seconda identita di Green) Mantenendo la stessa notazione si ha:

/(fAzg—gAzf)V:/ (J<Vg N> —g<V [N
M oM

Svolgimento:
(1)

/M<Vf,Vg>u/M <;8if8ig>u;//waif3igy
_Z/ i(f0i9) — £09) V—/ fv- gv—/ FAsgy =

per il teorema della divergenza:

=/ -<ng,]\7>0—/ fAogu.
oM M

/ <Vf,Vg>z/:/ <VgVf-v—=
M M

= <gi,N>-crf/ gAQfV:/
M

<ng,N>-Jf/ fAsgry —
oM OM M

= (<gi,N>—-<ng7N>)U:/ gAgfl/—/ fAsgv.
oM M M

EXERCISE. 4.6

Si puo trovare una varieta M3 orientabile il cui bordo sia PR??

Svolgimento:

Se fosse possibile Porientazione di M indurrebbe un’orientazione su PR?, ma per

quanto visto nello scorso capitolo, questo non ¢é orientabile.

EXERCISE. 4.7
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Siano w; e wy due forme differenziali su una varietd M™. Supponiamo che w; sia

chiusa e che wy sia esatta. Si mostri che w; A wa € sia chiusa che esatta.

Svolgimento:

Iniziamo con il mostrare che ¢ chiusa, supponiamo che w; sia una s forma, ricor-

diamo che poiché esatta implica chiusa si ha dws = 0 = dw; .

d(wl A\ CLJQ) = dw1 N wo + (*1)5(.4]1 A\ dCUQ =0 + 0=0.

Poiché woé esatta abbiamo che esiste w tale che dw = ws; sia ¢ = wy A w, allora:

dp =duwy ANw + (—1)°wi Adw =0+ (—1)°wy A ws,

posto 8 = (—1)°p, otteniamo che df = w; A we, dunque é esatta.

EXERCISE. 4.8

Sia M™ una varietd compatta, orientabile e senza bordo (i.e. 9M = ) e sia w una

n — 1 forma su M. Si mostri che esiste almeno un punto p € M tale che dw, = 0.

Svolgimento:

Supponiamo che non esista tale punto. Anzitutto possiamo scrivere dw, come:

dw, = a(p)dzy A ... Adx,

dove a : M — R ¢é un funzione differenziabile. Allora supponiamo che esistano due
punti ¢ e r tali che a(g) > 0 e a(r) < 0, allora il massimo di a & positivo mentre il
minimo é negativo; inoltre li possiede entrambi in quanto funzione continua su un
compatto. Sempre per la continuitd abbiamo che a assume tutti i valori compresi
tra massimo e minimo, dunque esiste p tale che a(p) = 0, il che implica dw, = 0,

assurdo. Dunque si deve avere a < 0 o a > 0, possiamo supporla positiva senza



4.2. RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI SULL’INTEGRAZIONE SU VARIETA. 139

ledere alla generalita. Il che implica:

/dw:/ adxy -+ -dx, >0,
M M

ma per il teorema di Stokes:

/dw:/ i*w:/i*w:O;
M oM 0

il che & assurdo, dunque si deve necessariamente avere un punto p tale che a(p) = 0,

ovvero dw, = 0.

EXERCISE. 4.9

Si mostri che non esiste un’immersione f : S* — R della circonferenza unitaria sulla

retta reale.

Svolgimento:

Supponiamo che esista tale immersione, allora per definizione di immersione, in tutti
i punti di S' si dovrebbe avere df, # 0. La circonferenza unitaria ¢ una varieta
compatta, orientabile, di dimensione 1, senza bordo, ed una funzione differenziabile,
come f, su di essa é una 0 forma, quindi per 'esercizio precedente esiste almeno un

punto dove df, = 0; ergo non si puo avere un’immersione di S1in R.

EXERCISE. 4.10

Sia M? C R? una superficie regolare compatta, orientata e con bordo regolare OM,

sia v una campo di vettori differenziabile in un aperto di R? contenente M.

(1) Si mostri che:
/ -<V><’U,N>—O':/ <0, T > ds,
M oM

ove N e T sono, rispettivamente, i campi normale a M e tangente a OM;
mentre o e ds sono, sempre rispettivamente, gli elementi d’area per M e

di linea per OM.
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(2) Siap € R?, r un vettore un vettore unitario in R? e IT il piano normale a r,
passant in p e la cui orientazione, inseme con r, introduce un’orientazione
su R3. Si consideri il disco D C II, centrato in p, e si applichi il punto 1.

dell’esercizio a D con il suo bordo 9D per ottenere:

<V x v,r>(p)=lim ! / <v,T>d
) = A v, S,
(D) Jap

dove si é tenuta la stessa notazione del precedente e, nel limite, D varia

tra la famiglia di cerchi concentrici che tendono in p.

Svolgimento:

(1) Consideriamo nei punti di M i tre campi di vettori ortonormali e, es e

N, tale che e; = T, abbiamo che:
0[61,62] = *Q[N],
dove 6 ¢ una qualsiasi 2 forma su M. Allora, detto w =< v =, abbiamo:
dwley, eg] = *(dw)[N] =< V x v, N >+,
dunque dw =<V x v, N > 0. Inoltre
wler] = w[T] =< v, T >,
dunque i*w =< v, T > ds. Allora abbiamo:
/ -<V><U,N>a:/ dw:/ i*w:/ <0, T > ds.
M M oM oM
(2) Abbiamo che:
< Vxuv,r > (p) = lim ! /-<V>< - li ! / <v,T>d
, = _ v, =V = lim—— v, s.
P D D—pArea(D) Jop

EXERCISE. 4.11 (Introduzione alla teoria del potenziale in R®)
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Una funzione differenziabile ¢ : R®> — R & detta armonica in B C R3, se e solo se
in B vale Ayg = 0. Sia M C R? una regione limitata con bordo regolare M. Si

provi che:

(1) Se due funzioni g1, g2 : M — R, armoniche, sono uguali nel bordo, ovvero
g1 = g2 in OM, allora g; = g2 in M.

(2) Se g ¢ armonica in M e

dg def
ox =g < Vg N =0,

in OM, dove N ¢ il vettore normale unitario, allora g ¢ costante in M.

(3) Se gi1e g2 sono armoniche in M e in IM vale:

OnNg1 = ONg2,

allora g1 = g2 + ¢, con ¢ € R, in M.
(4) Se g é armonica in M, allora:

Ongo = 0.
oM

(5) La funzione
1

/IQ +y2 +22

¢ una funzione armonica in R3\{0}.

flz,y,2) =

(6) (Teorema del valore medio.) Sia f una funzione armonica nella regione:
Dy (po) = {p € R®| [p — po|* < 7%},
il cui bordo é la sfera S, centrata in py. Allora:

f0) = o [ o

(7) (1l principio del massimo.) Sia f una funzione armonica non costante in

una regione chiusa e limitata M di R3( i.e. M ¢ Punione di un insieme
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4

aperto, limitato e connesso'* con il suo bordo, questo non necessariamente

regolare.) Allora f ammette massimo e minimo unicamente nel bordo

OM.

Svolgimento:

(1) Consideriamo ¢ = g1 — g, allora:
/ -<Vg0,Vga>1/:/ <ch,Vg0>1/+/ plAopv =
M M M

:/ <Veo,N>=0o=0,
oM

dunque V ¢ = 0 in M, ¢ & costante in M, ovvero 0 = ¢ = g1 — ga.

(2) Per la prima identita di Green, con f = g, abbiamo:

/ \|Vg||2u:—/ gAggu—i—/ gOngo =0—-0=0,
M M oM

da cui ||V g|| = 0, il che vuol dire V g = 0 ovvero g & costante.
(3) Posto ¢ = g1 — g2, questa & armonica, inoltre vy = Ing1 — Ings = 0,

dunque per il punto precedente ¢ é costante.
p=c — g1 =¢g2tc

(4) Consideriamo la funzione a : R®> — R : z + 1, per la prima identita di

Green abbiamo che:

0:/ -<Va,Vg>1/:—/ aAggl/—f—/ adngo =0+ Ongo.
M M oM oM
(5) Iniziamo con il porre 1 = xz, x5 = y e x3 = z, allora abbiamo che:

9 1 _ 2.131'

> 2 (Z] x?)%

14Questo non € necessariamente vero.
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passiamo alle derivate seconde:

3

A % :i 2 5 ' 12 5 75)
o)) = (=) (5,42)

1
(6) Posto r = (Z i x?) 2, per quanto visto nel punto precedente, la funzione

g = % é armonica. Possiamo applicare la seconda identitd di Green nel

D=DB,—-DB, conp<r:

/ (fOng — gON f)o = / (fA2g — gAaf)v =0,
S,—8, D

/ (fong — gonf)o = / (fong — g0 f)o.
Sr

P

dal punto 4 e dal fatto che Oy (1/r) = 1/r?, si ha:

1 1
4mr2 /ST fo= 47 p? /sp fo.

facendo tendere p — 0, ﬁ [s fo — f(po), da cui segue Penunciato.
P

(7) Supponiamo che abbia massimo in un punto p interno ad M. Allora pos-
siamo prendere una bolla B, di centro p e raggio r, totalmente contenuta
in M, tale che Vq € B\{p} vale f(q) < f(p), Poiché f & armonica, detto

M il massimo di f in 0B, abbiamo che:

1

M<f(p):47rr2/33 fo < M.

EXERCISE. 4.12

Sia M™ una varieta differenziabile compatta, orientabile e senza bordo. Si mostri

che M ¢ orientabile se e solo se esiste una forma differenziale di grado n, diciamola
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w, definita in M e non nulla in tutti i punti di M.

Svolgimento:

Supponiamo che esista una n forma w non nulla in tutti i punti di M, questa puo
esser espressa come:

w=adxri A ... \dx,.

Supponiamo inoltre che M non sia orientabile, allora esiste un cambio di coordinate
fatofs, tale che Det(d[f; o fs]) cambi segno, poiché questo ¢ continuo, allora esiste
almeno un punto p dove esso € nullo, ma allora dette w, e wg le due rappresentazioni

locali di w, si ha:

wp = Det(d[f; ' o fs])[aa o (f5 ' o fa)ldz1 A ... Ady,

in p si avrebbe wg = 0 e dunque w, = 0, assurdo.

Supponiamo ora che M sia orientabile, supponiamo di aver scelto un’orientazione di
M. Inoltre, essendo M compatta, esistono un numero finito di intorni coordinati
che la ricoprono, siano questi Vi, ..., V,,; ad essi possiamo associare la partizione
differenziabile dell’unita @1, ..., ¢y, Siano fi,..., f;, le parametrizzazioni relative,

rispettivamente, a V1, ..., V,,. Poniamo:

questa & una 0 forma non nulla in tutta M, dunque %6 = w sard ancora non nulla

in tutta M e inoltre questa ¢ una n forma.
EXERCISE. 4.13
Sia M una varietd differenziabile, compatta, orientabile e senza bordo. Si provi che

M non ¢ contraibile ad un punto.

Svolgimento:
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Per l’esercizio precedente esiste una n forma differenziale w non nulla in tutta M,
ovviamente dw = 0. Supponiamo che Msia contraibile ad un punto allora w é
esatta, ovvero esiste una n — 1 forma « tale che da = w. Ma per quanto visto

nell’esercizio 4.8 esiste un punto p tale che 0 = doy, = wp, assurdo.
EXERCISE. 4.14

Siano A, B e C tre funzioni differenziabili in R? e si consideri il sistema di equazioni

differenziali:

BR—:Q =A
83P—81R =B,
Q- 0P =C

dove P,Q e R sono funzioni incognite in R3.

(1) Si mostri che condizione necessaria e sufficiente affinché il sistema sia
risolubile é:

01A+ 0:B+0:C = 0.

(2) Si assuma che la condizione precedente sia soddisfatta e si determinino le

funzioni P,Q e R.

Svolgimento:

(1) Si consideri la forma differenziale

w= Ady Ndz 4+ Bdz N dz + Cdx A dy,

si noti che

dw = (1 A+ 0:B + 05C) dx A dy A dz;

Abbiamo che w é chiusa se e solo se & esatta, come conseguenza del lemma

di Poincaré, ovvero se e solo se esiste « = Pdx 4+ Qdy + Rdz, tale che
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da = w. Dunque si ha che:
01A+ 0B+ 05C =0
se e solo se esistono P, e R tali che:

BR— 0,0 =A
P —0R =B-

01Q — 0P =C

(2) Consideriamo la contrazione H(t,p) = tp, questa contrae R3 nell’origine.

Abbiamo che:
w=H'w = A(tz, ty, tz)[ytdt A dz — ztdt A dy]+

+B(tz, ty, tz)[ztdt A dx — xtdt A dy] + C(tz, ty, tz)[zdt A dy — ytdt A dz] + wr,

dove in w; sono inglobati i termini senza dt.

1 1 1
a=Io= / A(tp)tdt[ydzfzdy]Jr/ B(tp)tdt[zdxf:cdz]Jr/ C(tp)tdtlxdy—ydx],
0 0 0

da cui:

1 1
P= / B(tp)tdt z — / C(tp)tdt y,
0 0
1 1
Q= / C(tp)tdt x — / A(tp)tdt z,
0 0
1 1
R= / A(tp)tdty — / B(tp)tdt x.
0 0

EXERCISE. 4.15

Sia v un campo di vettori in R®. Si provi che:

(1) Se V-v = 0, allora esiste un campo di vettori u, differenziabile, tale che
VX u=w.

(2) Se V x v =0 allora esiste una funzione f : R* — R, tale che V f = v.
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Svolgimento:
(1) Poniamo v = (a,b,c) e u= (p,q,r), allora V X u = v implica:

82(] — 837’ =a
(‘33p - 817“ =b>
O1q—0asp =c

questo ammette soluzioni se e solo se:
0=01a+ b+ 03¢ =V -0.

(2) Sia v = (a,b,¢), e w =< v =, ovvero la 1 forma associata a v. Poiché
V x v = 0 abbiamo dw = 0; il fatto che R? ¢ contraibile implica che w &

esatta, per il lemma di Poincaré. Dunque esiste f tale che:
df = w,
per definizione di gradiente e di w abbiamo che:
<V f,===<uv,- >,
dunque V f = v. ( Questo ¢é fondamentalmente identico all’esercizio 1.16)

EXERCISE. 4.16 (Teorema del punto fisso di Brower)

(1) Sia M una n varietd compatta, orientabile e con bordo regolare OM = ().
Si mostri che non esiste nessuna applicazione differenziabile f : M — OM
tale che f),,, sia I'identita.

(2) Si dimostri il teorema del punto fisso di Brower: sia D C R” la sfera di
raggio unitario, {p € R"|||p|| < 1}. Qualunque applicazione differenziabile

g : D — D ha un punto fisso, i.e. esiste ¢ tale che g(q) = g.

Svolgimento:



(1)
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Poiché M ¢é compatta ed orientabile, tale resta M. Dunque per I’esercizio
4.12 esiste una forma differenziale w, di grado n — 1 che sia dappertutto
non nulla. Ovviamente vale dw = 0, quindi d(f*w) = f*(dw) = 0, di
conseguenza, supponendo che f si comporti come l’identitd sul bordo,

abbiamo:

o= [ dga= [ ipu= [ goiyw= [ wro

Supponiamo che esista un’applicazione g tale che non abbia punti fissi,

allora possiamo definire f come:

flq) =tq9(q) + (1 —t,)q,

dove t, ¢ il parametro che rappresenta il punto di intersezione della semiret-
ta che va da g(q) a g con 9D. Questa é ben definita in quanto una semiretta
interseca una circonferenza in un unico punto, inoltre questa applicazione
si comporta come l’identitd sul bordo 0D, infatti in quel caso il pun-
to di intersezione della semiretta con il bordo risulta essere gq. Questo

contraddice il punto precedente.



CAPITOLO 5

Geometria differenziale delle superfici.

5.1. Definizioni e teoremi di geometria differenziale delle superfici.

In questo capitolo applicheremo quanto fatto nei precedenti sulle forme differenziali
alla geometria differenziale delle superfici, e non solo. Inizieremo con l'introdurre il
concetto di varietd Riemanniana!, di riferimento mobile, il concetto di isometria e
le equazioni di struttura di R™. Dopo di che ci ricondurremo al caso delle superfici
in R3, definendo la curvatura media e quella di Gauss, la prima e la seconda for-
ma fondamentale, studiandone I'invarianza. Infine ci dedicheremo alla geometria

intrinseca delle superfici.

Concludiamo questa piccola introduzione con un appunto di notazione: nel seguito

indicheremo la presenza di un’ isomorfismo di spazi vettoriali con =.

5.1.1. Equazioni di struttura in R”. Iniziamo con il ricordare i concetti
di prodotto scalare, di base ortonormale e di matrice definita e semidefinita, in un
generico R spazio vettoriale. Abbiamo, in alcuni casi, gia utilizzato questi concetti
senza richiamarli, per fugare ogni possibile dubbio o incertezza, visto l'importanza

che avranno nel seguito, li richiamiamo ora.

DEFINITION 5.1. Una matrice M € ™™ (R), ¢ detta ssemidefinita positiva (,nega-
tiva), se e solo se tutti i suoi autovalori sono positivi (,risp. negativi) o nulli. Invece
¢ detta definita positiva(, negativa,) se ¢ semidefinita dello stesso tipo ma non ha

autovalori nulli.

LGeorg Friedrich Bernhard Riemann (settembre 1826 — luglio 1866) ¢ stato un matematico e fisico
tedesco. Contribui in modo determinante allo sviluppo delle scienze matematiche.

149
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Oppure abbiamo la condizione equivalente data dal seguente:

PROPOSITION 5.2. Sia M = (mg)i,je{l,“.,n} € M™"(R), diciamo minore principale,

di dimensione m <n, di M, la matrice M,, data da:

My, = (mg)i,je{l,.“,m}a

allora M é definita positiva se e solo se
Det(M,,) >0, VYm <n,
mentre ¢ definita negativa se e solo se:

(-=1)"Det(M,,) >0, Vm <n.
DIMOSTRAZIONE. Omessa. O

Detto questo, passiamo a definire un prodotto scalare:

DEFINITION 5.3. Sia V un R spazio vettoriale di dimensione n. Un prodotto scalare
¢ una forma bilineare, simmetrica e definita positiva. Ovvero ¢ una forma bilineare
@ : V xV = R, tale che ad essa sia associata una matrice M simmetrica e definita
positiva. Dato un prodotto scalare ¢, una base {ei}ie{l,_”’n} é detta ortonormale

o) — 80
se e solo se p(e;, e;) = 7.

Detto questo, definiamo una varietd Riemanniana.

DEFINITION 5.4. Una varietd Riemanniana é una varietd differenziabile M con la
scelta, per ciascun punto p di M, di un prodotto scalare < -, >, in T,(M), che
varia in maniera differenziabile con p, ovvero, dati due campi di vettori differen-
ziabili su M, denotiamoli con X e Y, I'applicazione p —< X,Y >, ¢ differenzi-
abile, per ogni p, X, Y. Il prodotto scalare < -,- =¢& detto usualmente metrica

Riemanniana.
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Grazie ad una metrica Riemanniana possiamo introdurre le nozioni di angolo, dis-
tanza, area etc. anche nel caso di varietd Riemanniane differenti da R™ . Facciamo
notare R™ non ¢é altro che un caso particolare di varietd Riemanniana, il piu sem-
plice di tutti, ma che &, in un certo senso anche il piti generale; vedremo di spiegare

pitl avanti questa affermazione.

DEFINITION 5.5. Sia U C R™ un aperto, e siano e;, ..., e, dei campi di vettori, dif-
ferenziabili, in R™ tali che, data la metrica Riemanniana di R™, denotiamola con
< -, >p, vale < e;,e; =p= 63 per ogni p di R". Chiameremo quest’insieme di
campi di vettori un riferimento mobile ortonormale di R™, nel seguito ometteremo
quest’ultimo aggettivo; possiamo in generale introdurre il concetto di riferimen-
to mobile nel caso di un aperto qualunque di R™ in maniera similare. Data un
riferimento mobile di R™, {e;}, possiamo definire delle forme differenziali w; , tali
che:

wi[ej] = (SZ

? Dunque l'insieme {(w;)p}ie1,...n} ¢ la base duale della base {(e;)p}ic(1,..,n}, €d &

detto il riferimento duale associato al riferimento mobile{e;}.

Ciascuno dei e; ¢ un’applicazione differenziabile e; : U C R™ — R™. Possiamo
dunque considerarne il differenziale in un dato punto p € U, questo & un’appli-
cazione lineare (de;), : R™ — R™, dunque ad essa potra esser associata una matrice,
che dipende dal punto p, quindi possiamo scrivere:

n

(dei)plv] =) (wiy), Wlej,

j=1

dove (wj;) y @ la sopracitata matrice, dunque (wij)p € una forma lineare in

i,7€{1,..,n

R™, inoltre, poiché e; & un campo di vettori differenziabile, allora abbiamo che w;;

2Da notare che potremmo porre (w;)p =< €; >p , con < - > isomorfismo canonico definito nel
primo capitolo.
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¢ una 1-forma differenziale di R™. Considerando questo possiamo scrivere:

n
dei: E Wij€j.
i=1

2

DEFINITION 5.6. l'insieme {wi;}i jeq1 dove w;; sono le n* 1-forme definite

s}

sopra, sono dette le forme di connessione di R™ nella riferimento mobile {e;}.

LEMMA 5.7. Siano {w;;} le forme di connessione associate alla riferimento mo-
bile di R, {e;}. Queste non sono tutte linearmente indipendenti, ma sussiste la
relazione:

Wij + Wj; = 0.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo che w;[e;] =< e;, e; == 67, dunque:
< dej,e; = + < dej,e; == 0,
Inoltre poiché

de; = Zwiheh = < de;, ej === Zwiheh,ej —=
h h

= Zwih < ep, €5 == Zwihé}jz = Wij-
h h
Il che implica:

Wiig + Wij = 0.

Un punto cruciale nella trattazione dell’argomento dei riferimenti mobili & che esse
devono soddisfare le cosiddette equazioni di struttura o equazioni di Elie Cartan®.
Queste sono date nel teorema seguente:

3Elie Cartan (1869-1951). Matematico francese. Diede importanti contributi allo studio delle
geometrie per mezzo di riferimenti mobili e alla classificazione dei gruppi di Lie.
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THEOREM 5.8. (Equazioni di struttura di R™.) Sia {e;} un riferimento mobile in
un aperto U C R™. Siano inoltre, {w;} il riferimento duale associato ad {e;} e

{wi;} le forme di connessione di U nel riferimento mobile{e;}. Allora valgono:

(5.1.1) dw; = Zwk N Wi,
k

(5.1.2) dwij = wir Awkj,
k

e queste devono valere per ogni i,j € {1,...,n}.

DiMOsTRAZIONE. Consideriamo la base canonica di R™, denotiamola {¢;}, siano

i : U= R:(x1,...,2,) — z;. Allora
diri[gj} = 5??

dunque dz; ¢ il riferimento duale di {e;}. Possiamo esprimere sia e;che w; in funzione

di g; e dx;, come:
ei =Y Bijcj,
J
e di conseguenza:

w; = Zﬂljdxj
J

Inoltre possiamo scrivere df3;;, come:
Blj == €i,Ej >

da cui:

dﬂij =< dei,ej =

(5.1.3) = Z = Wik€k, €5 m= Zwik < ﬁkhéh,&fj -= Zwikﬁkj.
k E,h k
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Inoltre differenziando e; si ottiene:

de; = Z(dﬁijfj + Bijde;) =

J
= wikBricj-
gk
Da cui:
dw; = Zdﬂlj /\de = Zﬂkjwik/\d:z:j = Zwik/\ Zﬂkjdxj = Zwik/\wk.
J 7.k k J k
Ora differenziamo la (5.1.3), otteniamo:

0= dQBij = Z (dwikﬂkj — Wik A dﬂij) =

k

= Zdwikﬁkj - Zwik A (Zwkrﬂrj> .
k k T

Da cui, portando il secondo termine all’altro membro e moltiplicando per I’inversa

di (Bij)i jeq1,...,n}, Otteniamo:

dwij = E Wik N\ W -
k

Possiamo descrivere 'idea alla base del metodo di Cartan, per lo studio delle sot-
tovarieta di RV, come segue: sia x : M™ — R"** P'immersione di una data varieta
differenziabile M nello spazio euclideo R"**. Come conseguenza del teorema della
funzione inversa, abbiamo che per ciascun p € M", esiste un intorno U, tale che

), : U — R"* sia un embedding*.

Sia V C R™** un intorno di z(p) in R™** tale che: VNxz(M) = 2(U). Supponiamo

che in V ci sia un riferimento mobile {ey,...,en,€nt1, ..., €ntr}, con la proprieta

43j veda 1’esercizio 4 del capitolo 3.
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che, qualora ne considerassimo la restrizione a z(U), {e1,...,e,} siano tangenti a

2(U); un riferimento mobile con tale proprieta ¢ detto riferimento mobile adattato.

Associato al riferimento mobile{e;} di V, vi ¢ il riferimento duale {w;} e le forme
di connessione {w;;}, che soddisfano necessariamente le (5.1.1) e le (5.1.2). L’appli-
cazione x|, induce le forme {z*w;} e {x*w;;} in U. Dato che il prodotto esterno ed
il differenziale esterno commutano con il cambiamento di coordinate, queste nuove
forme rispettano anch’esse le (5.1.1) e le (5.1.2). Si scopre dunque che la metrica su
U, ¢ totalmente determinata dalle (5.1.1) e dalle (5.1.2), questo riflette il “carattere
universale” di R™. Che oltre ad esser la pit semplice delle varietda Riemanniane, é

anche, in un certo senso, la piu generale.

Nella prossima sottosezione applicheremo i risultati visti sui riferimenti mobili, al
caso delle superfici in R3. Ma per fare questa abbiamo bisogno di qualche lemma

preliminare.

LEMMA 5.9. (di Cartan.) Sia V™ un R spazio vettoriale di dimensione n, e siano
Wi,y 2 V= R, con v < n, delle forme lineari in V', linearmente indipendenti.
Supponiamo che esistano delle forme 01, ....,0, : V — R tali che ), _, ., wiN0; = 0.

Allora:

01‘ = E AWy, con. - A5 = Qg
J

DIMOSTRAZIONE. L’insieme {w;}1<;<, € un insieme libero, possiamo dunque com-

pletarlo ad una base {w;}o<j<n, quindi possiamo scrivere:
b; = E aijw;j + E bikwr,
J<r r<k<n
Utilizzando le ipotesi si ha:

O:Zwi/\éizz Zaikwi/\wk—&- Z bipw; Nwyp, | =

i<r i<r \k<r r<h<n

= Z (@ix — agi)wi A wg + Z binw; A w,

i<k<r i<r<h<n
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poiché i due addendi sono costituiti da elementi linearmente indipendenti, abbiamo

che devono essere nulli i coefficienti, dunque:

bij = 0, aij = ajl-.

Inoltre necessitiamo anche del seguente:

LEMMA 5.10. Sia U CR"™ e siano wi, ...,w, forme differenziali di grado 1, linear-
mente indipendenti e definite in U. Supponendo che esista un’insieme {Wij}i,je{l,...,n}

di 1 forme differenziali tali che:
wij = —w]'i, d(JJj = Zwk A\ o.)kj,
k

allora quest’insieme é unico.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che ne esistano due: {w;;} e {;;}. Allora:
D wk Awni = dwi =Y wi A i,
k k
allora per il lemma 5.9, da:

Zwk A (Wri — @ri) =0,
2

si ottiene:

(Whi — Pri) = 3 s,
S

s _ s
§ ApiWs = — § Q;pWs;
S S

per l'indipendenza:

s S
Ay = — A4k,
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inoltre:
k _ s
Agi = Q-
Dalle due precedenti si ottiene:
s s _ “ S __ s
Ay = Q5 = —Agp, = Qi = — gy,
da cui: af; =0, di conseguenza w;; = ©i;. O

Possiamo ora procedere ad applicare il metodo delle riferimenti alle superfici nello

spazio.

5.1.2. Superfici in R3. Consideriamo una varieta differenziabile di dimen-
sione 2, diciamola M?2; sia z : M? — R? un’immersione di M in R3. Possiamo

definire su M una particolare metrica Riemanniana.

DEFINITION 5.11. Sia p € M, possiamo definire un prodotto scalare < -,- >, su

M, nel modo seguente:
< w1,V =p== dzfvi],dzve] =),

dove il prodotto scalare a destra é quello canonico di R3. Si verifica che il prodotto
scalare cosi definito ¢ una metrica Riemanniana; questa ¢ detta metrica indotta

dall’immersione z.

Consideriamo un punto p € M?2, per il teorema di inversione locale esiste un intorno
di p, U C M? tale che x|, sia un embedding. Sia V C R3 un intorno di x(p),
in R3, tale che V Nz(M) = z(U). Consideriamo un riferimento mobile adattato
{ei}icq1,2,3); dunque e; ed ez sono tangenti ad x(U) e, di conseguenza, e3 ¢ normale
alla stessa. Inoltre associato al riferimento mobile {e;};ic(1,2,3y Vi € il riferimento

duale e le forme di connessione w;j, con ¢,j € {1,2,3}. Queste devono soddisfare,
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per quanto visto nella sottosezione precedente, le seguenti:

3
wij = —Wwji, dw; = E W A Whis
k=1

3
dwij = E Wik N\ W -
k=1

L’immersione 2 : U C M — V C R3, induce le forme z*w; e x*w;; in U, e come
detto prima queste devono rispettare le equazioni di struttura. Consideriamo un

punto g € U, e v € T,(M), calcoliamo
(2" ws3)q[v] = wsldzq[v]] = w3larer + azes] =

= alw;),[el] + agw;),[eg] = aléf + a25§ =0.

Dunque d(z*ws) = 0, sfruttando le equazioni di struttura otteniamo:
d(z*ws) = (*w1) A (2¥w13) + (2%w2) A (2 waez) = 0,
dunque per il lemma di Cartan:
(z*wiz) = hit(z*w1) + hiz(z"w2),

dove h;; = hj;, sono funzioni differenziabili in U e i € {1,2}. Cerchiamo di de-
terminare il significato geometrico delle h;;. Iniziamo con il fare alcune piccole

osservazioni e dando qualche definizione.

DEFINITION 5.12. Notiamo che ez é un vettore unitario, dunque, dopo aver fissato
un’orientazione in U e preso {e1, ez, e3} orientato in ogni punto come R?, e3 : U —
52 C R3° questa resta ben definita ed indipendente dalla scelta della cornice®.

Questa verra detta mappa di Gauss o mappa normale.

51n realta qui stiamo facendo un piccolo abuso di notazione, poiché e; : U — T'M. Indichiamo
con e3 'applicazione j o es, dove:
j:TM— 82 (p,vp) — v+ 0.
continueremo ad utilizzare questo abuso di notazione.
6Supponendo che la riferimento mobile ed U godano delle proprietd sopracitate.
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Dato che M é orientata, possiamo definire la mappa di Gauss globalmente su M,
e questa resta continua; questo poiché possiamo definire globalmente il riferimento

mobile{e; }, che sia orientato come R3, in maniera continua.
Per quanto visto nella prima sottosezione, abbiamo che:
* * * *
d63 = 7(£E (.u31)61 + (I W32)€2 = 7(1’ w13)61 — (I w23)62,

dunque calcolando (deg)4[v], con ¢ € M e v = (are1 + agzes) € T, (M), si ha:

(des)q[v] = —(z"w13)q[v]er — (27 was)q[v]e2 =
_ hii hio a1
ha1  hoo a2

dunque la matrice (—hij); je{1,2} € la matrice del differenziale dell’applicazione di
Gauss, nella base {e1,es}. Questo conclude la nostra ricerca. Poiché la matrice
(h;j) é simmetrica, possiamo concludere che il differenziale des : TM — T'S? della
mappa di Gauss, e3 : M — S%, & un’applicazione lineare auto aggiunta’, se si
considera il fatto che TM =~ TS5? =~ R?e considerando, dunque, des : R? — R?;
quindi per un teorema dell’algebra lineare abbiamo che ¢ diagonalizzabile® con

autovalori® reali —A1, — Ao, ed autovettori ortogonali.

Possiamo finalmente introdurre il concetto, o per meglio dire i concetti, di curvatura
di M:

"Dato uno spazio vettoriale V' dotato di prodotto scalare < -,- >, un’applicazione f : V — V|
lineare, é detta auto aggiunta se e solo se, per ogni v,w € V, vale
< f(v),w >=<wv, f(w) > .

Abbiamo che se A ¢ la matrice associata ad f in una base {g;} ¢ B ¢é la matrice assegnata al
prodotto scalare nella stessa base, allora f é auto aggiunto se e solo se:

t(A)B = BA,
se la base & ortonormale questa si riduce a t(A) = A, ovvero A & simmetrica.
8Una matrice A dicesi diagonalizzabile se esiste una matrice P, invertibile, tale che

PAP™! =D,

con D diagonale.
9Data una matrice A € 9™ (K), un autovettore di A & un elemento v € K™ tale che:

Av = dv,

e X é detto autovalore di A.
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DEFINITION 5.13. Definiamo la curvatura di Gauss, K, di M in p, come:

Km(p) = Det(des), = (M A2)|, = [h11hos — (h12)?]

‘17’

inoltre, definiamo la curvatura media, H, di M in p, nel modo seguente:
1 1 1
H(p) = 5Trac(des)y = 5 (A + Aa)), = 5 (har + haz)y, 5

qualora sia chiaro dal contesto ometteremo il pedice M o 'indicazione del punto p.

La due curvature non dipendono dalla scelta del riferimento mobile. Inoltre H

cambia segno con l'orientazione, mentre K & invariante rispetto al suddetto cambio.
Le espressioni di K e H in termini di riferimento mobile si ottiene immediatamente:
(" wi3) A (2%we) + (2% ws2) A (2Fw1) = 2H (z¥w) A (27 w2),

d(z*wi2) = (z%w13) A (27 wa3) = —K (2" w1) A (2% wa).

Quest’ultima ci permette di provare il seguente, importantissimo teorema:

THEOREM 5.14. (di Gauss) K dipende unicamente dalla metrica di M?; ovvero,
date due immersioni v, 2’ : M? — R3, con la stessa metrica indotta, allora K (p) =
K'(p), per ogni p € M; dove K e K' sono le curvature di Gauss relative, rispetti-

vamente, alle immersioni x e z’.

DIMOSTRAZIONE. Sia U un intorno coordinato di p, ivi consideriamo un riferimento
mobile {ej,es} in U, supponiamo ortonormale nella metrica indotta. L’insieme
{dz]e1], dz]e2]} pud esser esteso ad un riferimento mobile in z(U) = v, stessa cosa
possiamo dire per {dz’[e1],dz'[e2]} in V' = 2/(U). Allora, con ovvia notazione,

w; = w}, per dualita. Inoltre per il lemma 5.10, vale che w1z = wj,. Dunque:
—K'w Awy = —K'w Awh = dw'y = dwis = Kwi A wo,

dacui K = K'. O
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Questo teorema ci dice che, nonostante la sua definizione dipenda dallo spazio
ambiente utilizzato, nel nostro caso R3, in realta la curvatura di Gauss é dipendente

unicamente dalla misura sulla superficie.

Data un’immersione z : M — R3, possiamo associare, per ogni punto p € M, ad

essa due forme quadratiche, definite come segue.

DEFINITION 5.15. La prima forma quadratica, o prima forma fondamentale, cal-
colata nel punto p € M sul vettore v € T,(M) , denotata con I,[v], é la forma

quadratica associata alla forma bilineare < -,- >, che ¢ data da:
I,[v] =< v,v > .

La seconda forma quadratica, o seconda forma fondamentale é definita in una

riferimento mobile adattata, {e;}, ed & data da:

I, [v] = (w1zw1 + wasws)p[v] = Z hij(wiw;)p[v],

dove con w;w; € indicato il prodotto simmetrico di due forme differenziali, e questo
¢ dato da w;w; [v] = w;[v]-w;[v]. Salvo ambiguita o contesti particolari, ometteremo

I'indicazione del punto p.

Considerando un riferimento mobile adattato {e;}, la prima forma fondamentale

puo essere scritta come
I[v] = wiws [v] + waws[v] = (W] + wd)[v],

dunque in generale:

I=w}+ws.

In teoria si dovrebbe provare I'indipendenza della seconda forma dal riferimento mo-

bile. Ma questo ¢ facilmente visibile, infatti questa é la forma quadratica associata
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a meno ’applicazione di Gauss, nella maniera seguente:
I, [v] = — < de3[v],v >,, v € T(M).!°

Puo essere conveniente vedere II, in un altra forma ancora; quest’ultima ci per-
metterd di dare un’interpretazione “geometrica” della seconda forma fondamentale.
Prendiamo le mosse da a : (—e,&) — M, una curva in M, parametrizzata tramite
la lunghezza d’arco s, tale che: a(0) = p e che &/(0) = v € T,(M). Poniamo

zoa(s) =x(s) e ez o as) = esz(s), allora abbiamo:

d.
=< d—i,eg(s) == 0,

dunque:
<d2xe(s)> _ {da: d€3>_ B
(ds)2’"® la=0™ ds’ ds oo N

=< wie1 + waea, wiger + wazes > [v] =
= I, [v].

Prima di continuare ’esposizione, e di concludere il nostro tentativo di dare un’inter-
pretazione geometrica alla seconda forma fondamentale, ricordiamo qualche definizione

relativa alle curve.

DEFINITION 5.16. Sia a(s) una curva in R?, parametrizzata con I’ascissa curvilinea;
definiamo il campo tangente unitario, il campo normale(principale) ed il campo di

vettori bi-normale alla curva, rispettivamente, come:

4l (g
1) = 2, NGy = £,

B(s) =T(s) x N(s),

, & detta curvatura di a.!! La terna {T, N, B} & detto campo

10Dove consideriamo v e (de3)[v] come vettori di R2, ed utilizziamo il classico prodotto scalare di
R2

UFacciamo notare che il vettore normale e quello bi normale sono definiti solo nei punti di
curvatura non nulla.
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dei riferimenti di Frenet!Z.

Notiamo che la normale principale é parallela al vettore ((55?2, pil precisamente

abbiamo:
dPa
KN () = (5
da cui:
d?z
= (g 3(0) == (0) < N(0),e5(0) > .

L’espressione k < N,ez | _ ¢ detta curvatura normale della superficie nella
direzione v = o/(sg) in p = a(sp), ed & denotata k,(v). Riunendo 'interpretazione

precedente con le ultime osservazioni fatte otteniamo:

Per concludere consideriamo i massimi e i minimi della seconda forma fondamentale
al variare di v € S2; questi sono due e sono relativi agli autovettori v; e vy di
—(des)p, i loro valori saranno dunque gli autovalori, —A; e —\g, di —(des),. Diamo

ora la definizione seguente:

DEFINITION 5.17. Diciamo curvature principali di M in p, il massimo ed il minimo

della seconda forma fondamentale, queste sono date da:
k’l = —Ah kQ = _)‘27

e diciamo direzioni principali in p, i vettori v1 e ve per la quale abbiamo II,[v;] =
k;*3. Concludendo abbiamo che la prima e la seconda forma fondamentale determi-
nano localmente la geometria di una superficie, questo verra spiegato con il teorema

seguente:

12Jean Frédéric Frenet (1816-1900), matematico francese.
13per quanto detto sopra questi sono gli autovettori di —(de3)p.
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THEOREM 5.18. Siano U ed U’ due sottovarieta connesse di dimensione 2 in R3.
Supponiamo che esistano due riferimenti mobili adattate {e;} ed {e;}, rispettiva-

mente, in U ed in U’', ed un differomorfismo [ :U — U’ tale che:
frwi=wi,  frwi; =wiy, 4,5 €{1,2,3}.

Allora esiste un movimento rigido p : R® — R3, tale che P =1

DIMOSTRAZIONE. Sia p il movimento rigido di R? che trasporta p in f(p) e e; in

1

e}; sia g = fop~! . Iniziamo con il considerare il riferimento mobile dato da:

Estendiamo la notazione in maniera ovvia, indicando con @; e @;;, rispettivamente,
il riferimento duale e le forme di connessione associate ad {&;}. Detto ¢ = f(p)

abbiamo che:

d(&i)q[v] = Z(‘Dij)q[”](éj)m

Definiamo €} o g come (e} o g)(q) = €}(g(q)). Allora:

K2

d(e; © 9)glv] = d(€}) g()[dgalv] = D (i) g(a)[dgq V1] (€))ga) =

J

= Z(g*wiﬂq[v](eé ©9)q = Z(@ij)q[v}(eé ©9)q-

Nell’ultimo passaggio si & sfruttato il fatto che:
g*ng =(fo P_l)*%j = (P_l)*(f*ng) = (P_l)*wij = Wjj.

Poiché ¢ e v sono generici, ne segue che ¢€; — (¢} o g) soddisfa il sistema di equazioni

differenziali dato da:

&= (eiog) =3 @i(E — (€0 9)),
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la condizione iniziale nel punto p é:

[&i — (e; 0 9)](p(p)) = 0.

Di conseguenza €; = €, o g. In maniera similare si prova che & = 2z’ o g, con
7:p(U) = R3ea’ : U — R3 le due inclusioni, questo prova che g ¢ I'identita di

U, e di conseguenza l’asserto. O

COROLLARY 5.19. Siano U ed U’ due sottovarietd connesse di dimensione 2 in R>.
Supponiamo che esista un diffeomorfismo f : U — U’, che preservi le due forme

fondamentali, ovvero:

Ip[v] = Ty [dfp[v]],  Tp[v] = Iy [dfy 0],

per ogni p e per ogni v. Allora esiste un movimento rigido p : R® — R3 tale che

Py =1

DIMOSTRAZIONE. Omessa. ( Questa dimostrazione ¢ contenuta nel [DoCDF],

capitolo 5.) O

5.1.3. Geometria intrinseca delle superfici. Nello studio delle superfici
in R3 vi sono certe entita geometriche che, come la curvatura di Gauss, dipendono
unicamente dalla metrica sulla superficie, in questa sezione analizzeremo questo

tipo di proprieta con il metodo delle riferimenti mobili.

Iniziamo con il considerare una varieta differenziabile di dimensione 2, M?, dotata
di metrica Riemanniana < -, >,. Per ciascun punto p € M possiamo scegliere un
intorno U, dove resti definita una coppia di campi vettori differenziabili ortonor-
mali su U, {e1,ea}. A questa, che verra detta, con un piccolo abuso di notazione,
riferimento mobile possiamo associare una coppia di forme differenziali, un rifer-

imento duale, sempre con abuso di notazione, {w,ws}, utilizzando la condizione



5.1. DEFINIZIONI E TEOREMI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE DELLE SUPERFICI. 166

wi(e;) = &7. Tl punto cruciale ¢ riuscire a definire delle forme che giochino il ruolo

di forme di connessione'* in questo caso.

Per quanto visto precedentemente, se esistesse un embedding = : U — R3, tale da
essere un isometria'®; in questo caso potremmo ottenere una riferimento mobile
{e},¢€h,e3} ed un aperto V 2 x(U), in R3, tale che il riferimento mobile sia una
riferimento mobile adattato che estenda la cornice{z*e1, z*es}, in 2(U). Osservando
le equazioni di struttura osserviamo che le sole forme, tra forme di connessione
e riferimento duale, a non dipendere dal vettore “esterno” ez sono: wi,ws € wia.
Potrebbe dunque essere ragionevole supporre che esista un’unica forma wis = —way,

in U, tale che valgano le:

(5.1.4) dw1 = W12 A\ w2, dWQ = W21 N wi.

In effetti questo é vero, come detto nel seguente:

THEOREM 5.20. (di Levi-Civitta.) Sia M una varietd Riemanniana di dimensione
2, sia U C M un aperto di M dove é definita una coppia di campi di vettori
tangenti ortonormali, ovvero un riferimento mobile, {e1,ea} e siano, infine, wi, ws
la riferimento duale associato ad {e1,es}. Allora esiste un’unica forma differenziale

su M, wia = —wa, tale che valgano le (5.1.4).

DiMOSTRAZIONE. L’unicitd é gid stata provata nel lemma 5.10. Per provarne

I’esistenza poniamo:
wizle1] = dwiler, ea],  wizlez] = dwaler, ea],
e si verifiacno le proprieta richieste:

w12 = wizler]dzry + wizles]dzs =

14Queste utilizzavano, per la loro definizione, lo spazio ambiente R3.
50yvero I’ embedding z & tale che il prodotto scalare su U pud esser visto come il prodotto
scalare indotto da R3.
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= dw [e1, ea]dx1 + dwsler, es]ldzs =
= —(dwi[ea, e1]dx1 + dwsles, e1]dzs) = —wa.
dwiler, ea] = wizle1] = wizfer]walea] — wialealwaler] = (wia A wa)ler, e,

ed in maniera perfettamente identica si mostra che dws = w13 A wy, da notare che
questa dimostrazione fornisce ,una volta note wie wy, un metodo di calcolo per

wi2. O

Il problema che ci poniamo ¢é quello di poter ricavare delle entita geometriche a par-
tire da w1, w2 e wia; prima di procedere con la soluzione del problema, analizziamo

il comportamento di wyo al variare della cornice.

LEmMA 5.21. Sia M,U,{e1,ea},w1,ws € wia come nel teorema precedente; sia

inoltre {€1, é2} un altro riferimento mobile in U, questo puod esser scritto come:

e1 = fer + gea,
(5.1.5)

€y = —gey + fea,
nel caso orientazione sia la stessa,

e1 = fe1 + gea,

(5.1.6)

€2 = gey — fea,

nel caso di orientazione opposta; con f,g: U — R due funzioni differenziabili tali

che f24+¢°> =1.

Allora abbiamo che:

wiz = —Wi2 — T,

nel caso avessero orientazione opposta, e:

Wiz = Wiz — T,

nel caso avessero stessa orientazione. Dove 7 = fdg — gdf .
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DiMOSTRAZIONE. Mostriamo solo il caso di orientazione uguale, il restante caso si
mostra in maniera perfettamente identica. Iniziamo con il considerare le (5.1.5), da
queste otteniamo:

wy = fwi + gws,

wo = —gwy + fiog,

Differenziando la priam di queste si ottiene:

dioy = df Nwy + fdwy — dg N ws — gdws,

utilizzando le equazioni di struttura per diw, e dws, usando inoltre il fatto che

w12 = —Wwa1 , Si ottiene:

dwy = 1 Aws + (fdf + gdg) A w1 + (gdf — fdg) A wa,

Considerato che f2 +¢? =1 = fdf + gdg = 0, si ha:

dwy = ((.7.}12 —7') A wa.

In maniera similare si ottiene:

dws = —(@12 — T) N wi,

per unicita otteniamo wis = Wis — 7. O

Tentiamo di fornire un’interpretazione geometrica alla forma 7 introdotta nel lemma

(5.21), per farlo abbiamo bisogno del seguente:

LEMMA 5.22. Siap € M, e sia v : [a,b] = M una curva tale che v(ty) = p. Sia
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w0 = Ang(e1(p),e1(p))*S, allora:

trod d
<P(t):/t (fd‘(z—ngD dt + o,

é una funzione differenziabile tale che:
cos (p(t)) = f(t), sen(p(t)) = g(t),

o(to) = ¢o, dp=7~"T.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo innanzitutto che:
f(t)cos(t) + g(t)sen(t) = 1.
Iniziamo con il notare che, per definizione di ¢, vale:
¥ =rg —af.
Allora:
(feos(p) + gsen(go))/ = f/COS(SD) - f@lsen(@) + 9/3671(90) + 990,003(90) =
= (f '+ f99' = 8*F )eos(@) + (g +9ff — 17 )sen(p) =
Poiché f2 + ¢2 = 1 abbiamo ff = —gg , da cui:
= (' = 1f = )eos(o) + (g — g°0 — 3 )sen(p) =

= [[L=(f*+ g*)cos(p) + g [L — (f2 + g*)]sen(p) = 0.
Di conseguenza fcos(p) + gsen(p) = ¢ € R, inoltre da f(ty) = cos(ty) e glto) =
sen(ty) otteniamo che:
feos(¢) + gsen() = 1.

6Dove Ang : V x V — R3, con V uno spazio vettoriale reale dotato di prodotto scalare, che ci
da l’angolo tra due vettori, data da:

Ang(v, w) = arccos <-< bt >) .
[[v]l[fwl]
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Da cui segue:

(f—cos(¢))*+(g—sen())* = f*+g7+[cos(0)]*+[sen(p)]*—2(fcos(p) +gsen(p)) =

=2-2=0,

il che implica cos(yp) = f e sen(y) = g, e da questo segue il lemma. O

Dunque un interpretazione geometrica della 1-forma 7, puo essere la seguente; data
una curva in U, 7¢é il differenziale della funzione “angolo” tra i vettori e; ed ey,
lungo la curva. Adesso possiamo iniziare ad entrare nel vivo dell’argomento ed a
sviluppare la trattazione della geometria intrinseca delle superfici. Iniziamo con il
far notare che, passando alle riferimenti duali nelle (5.1.5) o nelle (5.1.6) e eseguendo

i prodotti esterni otteniamo:
w1 Nwg = w; Ny = 0,

Dunque abbiamo che ¢ non dipende dal cambio di riferimento mobile, come con-

seguenza, puo esser definito globalmente su M.

DEFINITION 5.23. Sia M? una varietd Riemanniana, la 2-forma differenziale local-

mente definita in un dato aperto U C M come:
w1 N\ wg = g,

dove {wi,ws} ¢é la riferimento duale di una riferimento mobile {e1,e2} definita in

U C M, & detta elemento d’area.

Per quanto detto sopra l’elemento d’area resta globalmente ben definito, il suo
significato geometrico ¢é facilmente visibile; siano v, vs due vettori tangenti in p €

M, linearmente indipendenti, allora se v; =) j aéej, si ha:

olvy,va] = Det(aé) = Area(vy,va);
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ovvero rappresenta 'area del parallelogramma che ha per lati v; e vo. L’elemen-
to d’area ci permette di definire un altro oggetto fondamentale della geometria

intrinseca delle superfici, questo & dato nel seguente:

THEOREM 5.24. Sia M? una varieté Riemanniana. Per ciascun punto pEM,
definiamo il numero K(p) scegliendo una riferimento mobile in un intorno di p e

ponendo:

(dwiz)p = —K(p)(w1 A wz)p.

Allora K (p) non dipende dalla scelta del riferimento mobile ed é detto curvatura di

Gauss di M in p.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo un’altro riferimento mobile in un intorno di
p, denotiamolo con {&j,é3}. Supponiamo che orientazione sia la stessa, in caso

contrario si procede allo stesso modo, allora:

w1z = W12 — T,

poiché 7 = fdg — gdf, dr = 0, di conseguenza dw,2> = dw,2.Ne consegue:

—le N wy = dwlg = da]lg = —K@l N o = —le /\OJQ,

quindi K = K. ([

Un concetto fondamentale nello studio della geometria intrinseca & la derivata

covariante.

DEFINITION 5.25. Sia M una varietd Riemanniana di dimensione 2 e sia Y un
campo di vettori differenziabile su M. Dati p € M e x € T,(M), consideriamo la
curva « : (—a,a) = M tale che a(0) = 0 e che &/(0) = z. Definiamo la derivata

covariante di Y lungo z in p, che verra indicata con V,Y (p); data una riferimento
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mobile {e;} in un intorno di p, possiamo esprimere Y (a(t)) come:
Y(a(t)) = Zyj(t)%
J

poniamo allora:

VY0 =Y [ L0+ T wn@0) | e

%

con la convenzione gid utilizzata in precedenza che w;; = 0.

Il lemma seguente ci garantisce che la derivata covariante ¢ ben definita.

LEMMA 5.26. La derivata covariante non dipende dalla scelta del riferimento mo-

bile.

DIMOSTRAZIONE. COnsideriamo due riferimenti mobili ortonormali {e;, ez} e
{€1, ez} , supponiamoli con medesima orientazione, nel caso di orientazione opposta
la dimostrazione & pressoché invariata. Allora:

y1=[f1n— gy er = fer—gé
(5.1.7) ,

Y2 = gy + fy2 e2 = gey+ fer

dove Y(a(t)) = > vyi(t)e; = > gi(t)e; e f,g : R — R sono due funzioni differenzia-

bili tali che f2 + g2 = 1. Per definizione:

d d
V.Y = (;tl + wu[x]yz) e+ (;f + wlz[x}w) €2,

dove tutto & calcolato in ¢t = 0. Utilizzando la (5.1.7), il fatto che wis = w12 — T €

f? + ¢% =1, dopo lunghi ma semplici calcoli si perviene a:

dy dy
vy = (B s oubln) e+ (22 +ouldln ) e

da cui I’asserto. O
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La derivata covariante puo essere utilizzata per dare un’interpretazione geometrica

a w2, la forma di connessione associata alla riferimento mobile {e1, ez}, infatti:
Vaer = wia(z)es,

da cui si ricava:

wlz(l‘) =< Vg e, e9 > .

In altri termini, la seconda componente della derivata covariante di e; lungo x, non
é null’altro che la forma wio applicata ad x. Daremo piu avanti, nella parte degli
esercizi, un’interpretazione geometrica della derivata covariante, almeno nel caso

M CR3.

L’introduzione della derivata covariante ¢ il primo passo per definire i concetti
principali della geometria Riemanniana in dimensione due, per una trattazione
approfondita di questo argomento si rinvia ai testi in bibliografia o ad altri testi
sull’argomento!”. Considerammo una varietd Riemanniana di dimensione 2, che
d’ora in avanti sard denotata con M, almeno fino alla fine del capitolo. Iniziamo a

definire alcuni concetti.

DEFINITION 5.27. Data una curva « : [—a,a] — M, un campo di vettori ¥ su « &

detto parallelo lungo « se e solo se V()Y = 0, per ogni t € [—a, al.

DEFINITION 5.28. Una curva « : [a,b] — M & detta una geodetica se e solo se o (t)

é un campo di vettori parallelo lungo a.

DEFINITION 5.29. Supponiamo che M sia orientabile, sia 7 : [a,b] — M una curva
differenziabile, parametrizzata con l’ascissa curvilinea s. In un intorno U C M
di un punto della curva ~(s), consideriamo una riferimento mobile , {ej,e2} in un

orientazione di M tale che, ristretto ad +, e1(s) = 7/(s). La curvatura geodetica di

7Una panoramica di questi concetti é contenuta nel capitolo quarto del [DoCDG].
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7, denotata con kj o piu semplicemente kg, in M ¢ data da:

d

ko = (" wnz)(5),

con % la base canonica si R.'®

PROPOSITION 5.30. Siano v e {e1,ea} come nella definizione precedente, l'unica
variazione € che qui non supporremmo orientabilita di M e dunque es pud assumere

due possibili versi. Allora ey ¢ parallelo lungo v se e solo se v*wio = 0.

DIMOSTRAZIONE. e; € parallelo lungo v se e solo se V., e; = 0. In questo caso:

wlg[eg] == Velel, el —= 0

wlg[el] == Velel,eg -= 0,

di conseguenza wis = 0, ovvero v*wi2 = 0, come richiesto. [l

COROLLARY 5.31. Data una curva o« su M, allora questa é una geodetica se e solo

se la curvatura geodetica é nulla lungo .

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla proposizione precedente e dalla

definizione di derivata covariante. O

Un’interpretazione geometrica della curvatura geodetica & data dal seguente.

PROPOSITION 5.32. Supponiamo che M sia orientabile, sia v : [a,b] — M una
curva differenziabile, parametrizzata con l'ascissa curvilinea s. Sia V' una campo di

vettori parallelo lungo v e sia p = Ang(V, ' (0)), misurato nell’orientazione data.
Allora:

dp
kg(s) = s’

18Qui si sta utilizzando il teorema 1.7 del capitolo uno.
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DIMOSTRAZIONE. Siscelgano due riferimenti mobili con orientamento positivo{es, es}

e {€1,e2} in un intorno di a(s), definiti come segue:
e =V/|V|; & =a(s);

definiti inizialment in un tratto di « intorno ad «(s) e poi estesi ad un intorno di «
in M. Denotiamo w13 e @2 le forme di connessione associate a {e1,es} e {€1,é2},

rispettivamente.

Ora ¢ é ’angolo compreso tra e; ed €1, ed & definito a meno di una costante, ma
dy €& ben definito inoltre:

dp = —a*wig + a*@ya.

. , N . . _ ’
Poiché e; é parallelo lungo « abbiamo che a*w;j2 = 0, considerato che e; = «,
otteniamo:

kg = (a*@12)(d/ds) = dp(d/ds) = Z—f

La dimostrazione della proposizione precedente contiene anche un’interpretazione
della curvatura di Gauss in termini di trasporto parallelo. Proviamo a riassumerla.
Consideriamo un punto p € M, ed un duo intorno D C M che sia omeomorfo
ad un disco con bordo liscio dD. Sia ¢ € 9D e V, € T,(M), un vettore unitario,
trasportiamo V parallelamente a se stesso lungo 0D, ovvero consideriamo un campo
di vettori parallelo tale che V' : [a,b] = TM : t — (7(t), V(t)) e che V(0) = Vj; con
v : [a,b] = M una parametrizzazione del bordo 9D, tale che y(a) = y(b) = ¢ e che
sia parametrizzata con ’ascissa curvilinea s. Quando il campo di vettori V ritorna
su ¢ formera un angolo ¢ con Vj. Consideriamo le riferimenti {e; = 7/(a), e2}
e {e1 = V(a), e}, definite lungo 7.Ora nella dimostrazione della proposizione

precedente si trova che dp = y*w12. Da cui:

—/ W*W12=/ dp =,
oD oD
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ma per il teorema di Stokes:
@:—/ ’y*wlgz—/dwu:/Ko.
aD D D

Per il teorema del valore medio del calcolo integrale, abbiamo che

. '
K = _
(p) ll)@p Area(D)’

Da cui si deduce che la curvatura di Gauss da conto di quanto differisca dall’identita

un trasposto parallelo lungo un piccolo cerchio attorno a p.

Con questo concludiamo la parte relativa ai teoremi ed alle definizioni, passiamo

ora allo svolgimento degli esercizi.

5.2. Esercizi di geometria differenziale delle superfici.

Come d’abitudine passiamo alla parte riguardante gli esercizi.
EXERCISE. 5.1 (il toro piatto)
Sia f : R? — R* un’applicazione definita da:

f(a,y) = (cos(x), sin(), cos(y), sin(y)), (z,y) € R?,

Si mostri che:

(1) f ¢ un’immersione e che f(R?) & omeomorfo a T? , ovvero il toro.
(2) La riferimento mobile{e; = 8; f };c{1,2y in f(R?) & ortonormale nella met-
rica indotta su f(R?) da R*. Si calcolino inoltre wy, wo € wia.

(3) La curvatura gaussiana della metrica indotta & zero.

Svolgimento:
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(1) Calcoliamo df, questo ci da:

—sen(z) cos(x) 0 0
UWwy) = )
0 0 —sen(y) cos(y)

il rango di questa & due, dunque df, # 0 per ogni punto di R?; di con-
seguenza questa ¢ un’immersione. Inoltre abbiamo che f(R?) = St x S,
e dunque visto I'esercizio 3.2, si ha che f(R?) = T2.

(2) Abbiamo che:
of(x,y) = < —sen(z) cos(z) 0 0 >7

Oaf(z,y) =(0 0 —sen(y) cos(y) )

di conseguenza:
101 f11* = [sen(@)]* + [cos(2)]* =1,

102 f1> = [sen(y)]* + [cos(y)]* =1,
< alf, an == 0.

Posto e; = 01 f e ea = 0o f , abbiamo che:
de; = ( —cos(x)dr —sen(x)dz 0 O )
dey = ( 0 0 —cos(y)dy —sen(y)dy ) ;
di conseguenza:
wie =< deq,es == 0= —woq,

w1 = dx,

Wz = dy7
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(3) Poiché la curvatura di Gauss K ¢ tale che:
dwis = —Kwy A ws,
dwio =0 e w; Awy # 0, allora K = 0.
EXERCISE. 5.2
Sia HZ il semipiano superiore di R?, ovvero:
HY = {(z,y) € R*|y > 0},

Si consideri il seguente prodotto scalare in Hf_, dato da:

(u v) < U,V >
), = —
vpo
dove < -,- = & il prodotto scalare canonico. Si provi che questa & una metrica

Riemanniana in H3 la cui curvatura Gaussiana K ¢ —1; H3 con questa metrica ¢

detto piano iperbolico.

Svolgimento:

Iniziamo con il dimostrare che - é un prodotto scalare. Questo € simmetrico, infatti:

R uv=  =<v,u-

v Y

(w-v)p (v~ u)p,

inoltre é bilineare:

(u.[awgwbp:w:
Yp

<u,v >
= X ? —‘-/6

Y

<u,w >

Yy

= a(u-v)p + Bu-w)p.

Ed ovviamente definita positiva, poiché yf) > 0 per ogni p e per ogni u vale <

u,u >=> 0. Consideriamo il riferimento mobile:

fi=ye1, fa=uyea,
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questo € ortonormale poiché:

Dobbiamo calcolarci wye ws, queste possono esser scritte nella forma:
w; = ajdz + asdy,

imponendo la condizione w;[f;] = d7, otteniamo il sistema:

ay =1 ay=
ayy =0 a3y =
di conseguenza:
dx dy
wp = —, w2 = —,
Y

differenziando:

1
dwy = ——zdx A dy,
Yy
dUJQ =0.
Per definizione si ha:

ywlZ[ei] = W12[fi] = dw; [fh f2]7

di conseguenza:
,yQ
ywizlel] = yT =—1, ywizles] =0,

finalmente otteniamo che wis = wis[e1]dx + wiales]dy = —%. Sussiste la relazione:
1 1
—Qd:r ANdy = dwio = —Kwi ANwg = ?daz A dy,
Yy

da cui K = —1.

EXERCISE. 5.3

Sia M una varietd Riemanniana di dimensione due. Sia f : U € R? - M una

parametrizzazione di M tale che f, = df (01) e f, = df(92) siano ortogonali,
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(u,v) € U. Poniamo E =< fy, fu = e G =< f,, f, >=. Si consideri il riferimento

mobile ortonormale e; = fu/\/E e ey = fv/\/é. Si mostri che:

(1) 1l riferimento duale é:
wy = \/Edu, wy = VGdv.

(2) Le forme di connessione sono date da:

Wip = —(\/E)Udu+ (G
" VG VE

u
dv, wip = —wo1.

(3) La curvatura gaussiana di M é:

Svolgimento:

(1) Iniziamo con il calcolare il riferimento duale, poiché w;fe;] = &/ , posto

w; = a;du + b;dv,otteniamo il sistema:

%du[fu] + %dv[fu] =1

%du[fv} + %dv[fv] =0

)

%du[fv} + %dv[fv] =1

%du[fu] + %dv[fu] =0

Da cui otteniamo:
b1:a2:O, (11:\/E, bgz\/57

quindi w; = VEdu, mentre wy = vGdv.

(2) Per definizione abbiamo che

wizle;] = dw;ler, ea],
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dunque visto che:

dwy = —(VE)ydu A dv,  dws = (VG)udu A dv,

wizlfu] _ (VE),  wialfo] _ (VG)u
VE VEG VG EG
(VE), du+ (VG).
VG VE

(3) Iniziamo con il notare che: wy; A we = VEGdu A dv, resta da calcolare

abbiamo:
dwi e, e2] = —7(@)1)7 dwy = (\/é)u;
VEG VEG
quindi:

w1z = wia[fuldu + wis|fy]dv = — dv.

dwi2, questo & dato da:

dwis = — (—(\/E)U> du A dv + <(\/é)u> du N\ dv =

e VE

_J{WE), (VG)u
() () Jooe

Ricordando che dwio = —Kwi A wo, si ottiene:

oL [(WEL) (O

EXERCISE. 5.4

Sia S? = {(z,y,2) € R3| 22 + y? + 22 = 1}. Si mostri che non esiste un campo di

vettori non nullo X in S2.

Svolgimento:

Supponiamo che tale campo esista, allora il campo di vettori unitario e; = X/||X]
¢ ben definito in tutta S2, inoltre ¢ anche differenziabile. Consideriamo e, normale

a e; e unitario, tale che la coppia {e;, es} abbia la stessa orientazione di S2. Poiché
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K =1, abbiamo dwis = —Kwi Aws = —w1 Aws = —0o, di conseguenza;

471':/ O’Z/ —dwu:/ wlgz/wlzzo.
S2 S2 952 0

Assurdo.
EXERCISE. 5.5

SI consideri R? con il seguente prodotto scalare: Dato p = (z,y) € R? e u,v €

T,(R?), allora:
u-v

(9(p))?’

dove u - v é il prodotto scalare canonico di R? e ¢ : R?> — R un’applicazione non

< U,V >p=

nulla. ST mostri che la curvatura gaussiana della metrica associata ad esso é:

K = 9(gaz + 9yy) — (95 + 92)-

Svolgimento:

Consideriamo il riferimento mobile:

e1 =g(p)ar, ez = g(p)as,

questo é ovviamente un riferimento ortonormale. Iniziamo con il calcolarci wy, wo,
queste sono le duali di eq,e2, quindi si deve avere: w;le;] = 67; dalla quale, poste

wi = atdr + aldy e wy = a%dx + a3dy, discende il sistema:

aig(p) =1 asg(p) =0

)

aigp) =0 a3g(p) =1

da cui si deduce:

differenziando otteniamo:

dwi = g—gd:r ANdy, dwy = g—zdz A dy.
g g
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Di conseguenza:
gwizla1] = wizler] = dwiler, e2] = gy,
gwizlaz] = wialea] = dwsler, ea] = —gs.

da cui risulta wis = %dﬁr — %’dy, differenziando:

2 2
dwig = — gﬂig% d:c/\dy(gmg;”)dz/\dy
9 9 g g

1
7 (9 (9yy + 9oa) — (92 + 97)] du Ndy = —Kwy Aws =
1
= ——Kdzr A\dy.
g

Da cui: K = g(gaa + gyy) — (92 + g2).

EXERCISE. 5.6

Sia M C R3 una superficie con metrica indotta. Dato p € M, x € T, M ed un

campo di vettori tangenti a M, si mostri che:

(VY)(p) = 71,0 (dY(O‘”)) R

ds

dove a: I — M ¢ una curva differenziabile, s € I, aunitaria, 77, € la proiezione

su T, M ed infine 2X ¢ I'usuale derivata di R?. Allora si concluda che v, unitaria &

2
una geodetica se e solo se il vettore &T)Vz é ortogonale alla superficie.

Svolgimento:

7 € una geodetica se e solo se V7" = 0. Dato che

d(v") d*y
Vo' =mr,m ( 75 ) = TTM a2 )~ 0,

da cui I’asserto.

EXERCISE. 5.7
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Sia S? = {(x,y,2) € R®| 22 + y? + 22 = 1} la sfera unitaria con la metrica indotta

da R3. Si mostri che:

(1) Le geodetiche di S? sono i cerchi di raggio massimo.

(2) La mappa antipodale
A:5%— §?

pr=—p
é un’isometria.
(3) 1l piano proiettivo reale IP’RQ( considerato come sfera in cui vengono iden-

tificati i punti diametralmente opposti,) puo essere dotato di una metrica

in maniera tale che 7 : $2 — PR? sia un’isometria locale.

Svolgimento:

(1) Iniziamo l'osservare che un eventuale rotazione della superficie non cam-
bia la perpendicolarita di un vettore alla stessa, di conseguenza é suffi-
ciente dimostrare che ’equatore & una geodetica ed in automatico tutte
le circonferenze di raggio massimo sono delle geodetiche. Consideriamo la

parametrizzazione di S2, esclusi (0,0,1) e (0,0,-1), data da:

(0, ) = (cos(0)cos(ip), sen(B)cos(p), sen(p)). (0,¢) € [0,27] X (—7/2,7/2)

un cerchi di raggio massimo puo esser parametrizzato fissando uno dei due

tra 0 e ¢. Consideriamo il riferimento mobile dato da:
fi = OUT(0, ) = (—sen(8)cos(i), cos(B)sen(), 0),

f2 = 0o1'(0, ) = (—cos(0)sen(p), —sen(f)sen(p), cos(p)),

posti e; = f1/||f1]| ed e2 = fa , questi sono un riferimento mobile ortonor-

male. In questa parametrizzazione per ottenere ’equatore & sufficiente
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porre ¢ = 0, di conseguenza la sua parametrizzazione diviene:
v = (cos(8), sen(8), 0),

da cui

v = (—sen(0), cos(0), 0),
7" = —(cos(#), sen(), 0),

abbiamo che < ~”,e; ===< 79", e5 == 0, di conseguenza ¢ normale alla
superficie il che implica, per ’esercizio 5.6, che ’equatore é una geodetica.

(2) Siano u, v € R™, allora:
=< dA[u),dA[v] ===< A(u), A(v) === —u, —v ===< u,v >,

dunque A : R* — R" : p — —p é un’isometria, in particolare questo
continua a valere se n = 3.

(3) Dotiamo il proiettivo della metrica seguente, date due classi [p], [g] allora
definiamo:

<pllg] >==<p",q" >,

dove pt ¢é il membro della classe che ha prima coordinata non nulla pos-
itiva. Questo é evidentemente simmetrico, bilineare, definito positivo e
ben definito. Consideriamo ora un qualsiasi punto p di S?, questo ha si-
curamente almeno una coordinata non nulla, non ¢ restrittivo supporre la
prima, consideriamo U = {(z,y,2) € S?| z,7 > 0}'?, questo ¢ un intorno
di p in S2. Si consideri ¢ € U, questo ha la prima coordinata dello stesso

segno di p, dunque
<7(q),m(p) >=<lg], [p] >==<p",¢" ==<p,q >,

in maniera similare si opera con gli altri casi.

19Nel caso la prima fosse nulla si considera la seconda e si prende come U = {(z,vy,2) € S?|ypy >
0}, nel caso I'unica coordinata non nulla fosse la terza si considera U = {(z,y, 2) € S?| zpz > 0}.
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EXERCISE. 5.8

Sia M una varietd Riemanniana di dimensione due. Lo scopo dell’esercizio &
mostrare che La curvatura gaussiana di M ¢ nulla se e solo se é localmente eu-
clidea, ovvero, se in un intorno di ciascun punto esiste un sistema di coordinate
(u,v) tale che la prima forma fondamentale associata sia I = du? + dv?. Ovvia-
mente se I & come sopra allora vale K = 0. Per dimostrare il viceversa si proceda

come segue:

(1) Si scelga un riferimento mobile {ej,ea},in un intorno di p € M. Poiché
dwis = —Kwi Awy = 0, per il lemma di Poincaré esiste 6 in un intorno di
p tale che df = wqs.

(2) Si scelga Un’Altra riferimento {é, €3} ponendo Ang(eq, é1) = 6.S1 mostri
che la forma di connessione wis € identicamente nulla.

(3) Si mostri che @15 = 0, implica che dw; = dwy = 0, e si usi il lemma di

Poincaré per ottenere il sistema di coordinate richiesto.

Svolgimento:

Per il 5.21, abbiamo la seguente correlazione tra wis € w12, posto che i due riferimenti
abbaino stessa orientazione:

Wiz = w1z — T,

dove, per il lemma 5.22, abbiamo che 7 = df, ma per ipotesi dff = w12, di conseguen-
za w12 = 0. Questo prova il punto 2. Possiamo scrivere wio = wiz[e1]dx +w1a[es]dy,

di conseguenza:

0= wlg[él] = dwy [él, ég] = a1dx A\ dy[él, ég] =ay,

in maniera identica si dimostra che dws; = 0, il che implica che w; e w2 sono esatte,

per il lemma di Poincaré. quindi esistono u, v tali che du = @y e dv = Wy , inoltre
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scrivendo la metrica di questo riferimento otteniamo:

I=&? 4+ @2 = du® + dv.



CAPITOLO 6

Il Teorema di Gauss-Bonnet e il Teorema di Morse.

Questo ¢ 1'ultimo capitolo di questa trattazione. In questo capitolo si introdurra il
teorema di Gauss-Bonnet, uno dei pitl interessanti risultati della geometria, questo
teorema stabilisce un collegamento entro la geometria differenziale e la topologia di
una superficie. La dimostrazione di questo teorema fa uso di quanto é stato fatto
nei capitoli precedenti, dall’esistenza di una partizione differenziabile dell’unita alle
riferimenti mobili introdotte nel capitolo precedente, e si consiglia di vederla almeno
una volta. La versione contenuta nel capitolo 6 del [DoCDF], ¢ sostanzialmente
quella dovuta a S.S.Chern. Andiamo ora a vedere i risulti e le definizioni piu

importanti riguardanti questo capitolo.

6.1. Definizioni e teoremi dell’ultimo capitolo.

Prima di iniziare a introdurre i concetti principali del capitolo, vediamo di fare
qualche appunto di carattere generale. Iniziamo dicendo che d’ora in avanti, per
tutta la durata di questa prima sezione, una qualsiasi varietd differenziabile verra
considerata dotata di metrica Riemanniana. D’ora in poi M indica una varietd

differenziabile, compatta, orientata e di dimensione 2. Passiamo ora alle definizioni.

6.1.1. Il Teorema di Gauss-Bonnet. Iniziamo con l'introdurre il concetto

di punto singolare in un campo di vettori.

DEFINITION 6.1. Sia X un campo di vettori differenziabile su M; un punto p € M
é detto singolare per X se e solo se X(p) = 0. Un punto singolare p € M & detto

isolato se esiste un suo intorno V' C M tale che non contenga punti singolari per X

188
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differenti da p. Per convenienza, in generale prenderemo V' omeomorfo ad un disco

di R2.

Dato che M ¢é compatta abbiamo che il numero di punti singolari isolati ¢é finito.
Dato un punto singolare isolato di un campo di vettori X, possiamo associargli un
numero intero. Iniziamo con il considererd in V', un intorno del punto singolare
p che non contenga altri punti singolari. Consideriamo su V\{p} due riferimenti:
{e1,e2} e {€1,82}, con medesima orientazione e con la seconda tale che &; = ﬁ,
tale che és sia ortogonale ad €; e che diamo orientati come M. Per quanto visto
nel capitolo precedente:

Wiz —wi2 =T,
e questa ¢ definita in tutto V\{p}.

DEFINITION 6.2. Definiamo l’indice di X rispetto a p, come il numero reale If, o)

/722771.
c

Dove C é una curva chiusa che sia il bordo di un compatto K di M, tale che

pit semplicemente I, dato da:

peKCV,

LEMMA 6.3. L’indice non dipende dalla scelta della curva C, inoltre I € Z.

DIMOSTRAZIONE. Tralasceremo la dimostrazione del fatto che l'indice & un
intero, assumeremo questo fatto come dato. Siano ;e o due curve chiuse e semplici
attorno a p, come nella definizione di indice. Assumiamo inizialmente che esse non
si intersechino e denotiamo A la regione compresa tra esse. Sia I; l'indice calcolato
rispetto a 71 e I3 l'indice calcolato rispetto a yo. Per il teorema di Stokes ed il fatto

che d7 = 0, otteniamo:
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Il lemma appena visto non ci garantisce che 'indice é ben definito, infatti vi sarebbe
ancora la dipendenza dell’indice dal riferimento mobile{e; }, di questo ci occuppiamo

con il lemma seguente.

LEMMA 6.4. La definizione dell’indice non dipende dalla scelta del riferimento mo-
bile. Piu precisamente, sia S, = 0B, il bordo di un disco di raggio r e centro p,

consideriamo il riferimento mobile{ey, é2} della definizione. Allora il limite

1 _
_— oo — T
£ZI>%27T /Sr w2 ’

esiste, e I = 1I.

DIMOSTRAZIONE. Siano S,, e S,, due cerchi concentrici, ro < r1, e sia A la
regione delimitata dai due. Per il teorema di Stokes:
(6.1.1) / W12 —/ W12 = / dwn 9,
Sry Sy A
questo tende a zero al tendere a zro di ry e ro, si noti che w5 non é definita in ;

ciononostante, dw1o = —Ko & certamente definita dappertutto. Ne consegue che

/ @12,...,/ W12y eey
S S

1 Tn

ogni successione

con 7, — 0 & una successione di Cauchy e dunque convergente. Di conseguenza

esiste il limite

1 _
1 o — T
£Z—T>%27r /Sr w2 ’

ora resta da mostrare che questo é I.

Consideriamo la (6.1.1), si fissi r; e si faccia tendere a zero rq, otteniamo:

/ @12—2771_:/ d@m:—/ Koy A ws.
s B, B,

D’altro canto, poiché w13 = w1z + 7, abbiamo

/ (D12=/ W12—|—/ TZ/ dw12+/ T =
s s iy By, Sr,

1 1

T1
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:—/ le/\w2+2ﬂ'f.
By,

Dalle due precedenti otteniamo l’asserto. O

Infine abbiamo il seguente:

LEMMA 6.5. L’indice non dipende dalla metrica.

DIMOSTRAZIONE. Siano <, >q e <, >1 due metriche riemanniane su M. Dato
t €10,1], sia

<, =t =<1 +(1—1%) <,>0.

Allora <, >; é ancora una metrica Riemanniana su M. Le <, >; sono una famiglia
di metriche Riemanniane, dipendenti dal solo parametro ¢, che inizia con <, >( e
termina con <, >1. Sia allora I; I'indice corrispondente alla metrica <, >, I; é una
funzione continua di ¢, ma é anche a valori discreti in quanto I; € Z, dunque é

necesariamente costante. |

Enunciamo ora il teorema di Gauss-Bonnet.

THEOREM 6.6. (di Gauss-Bonnet) Sia M una varietd di dimensione due compatta
e orientata. Dato un capo di vettori X su Mcon delle singolarita isolate p, ..., py 1

cui indici sono Iy, ..., I;. Allora per ogni metrica riemanniana su M, abbiamo:

k
(6.1.2) / Ko=2rY I,
M i=1

dove K ¢ la curvatura di Gauss della metrica e o 'elemento d’area.

DIMOSTRAZIONE. Si consideri, in M\ (J,;{p;}) il riferimento mobile {1, 5} ,
con €1 = X/|X]| ed e ortogonale ad €; e nella stessa orientazione di M. Denotiamo
con B; la sfera di centro p; tale che non contenga altri punti singolari oltre a p;.

Per il teorema di Stokes, abbiamo che:

/ le/\@z:—/ d@12=/ @1222/ Wiz,
M\U; B: M\ U, B; U, 9B; . JOB;



6.1. DEFINIZIONI E TEOREMI DELL’ULTIMO CAPITOLO. 192

dove 0B; ha l'orientazione indotta da B;. Facendo tendere il raggio di B; a zero

otteniamo:

/ Ko, /\@2:27'{'2[1'.
M i

Possiamo generalizzare il teorema a superfici con bordo.

THEOREM 6.7. (di Gauss-Bonnet) Sia M una varieta con bordo orientata, compatta
e di dimensione 2, sia X un campo di vettori differenziabile su M, trasversale a OM,
ovvero non é tangente ad OM in alcun punto. Supponiamo che X abbia solo delle
singolarita isolate py, ..., pi, tutte non su OM, e siano I, ..., I, rispettivamente, i

loro indici. Allora per ogni metrica Riemanniana su M vale:

k
(6.1.3) / Ko +/ kgds =21y I,
M om " ;

con kg la curvatura geodetica di OM e s la sua lunghezza d’arco.
DIMOSTRAZIONE. Omessa. ]

Notiamo che i primi membri delle (6.1.3) e (6.1.2), sono invarianti per diffeomorfismi
nel caso delle superfici compatte e orientate, di conseguenza lo sono anche i secondi

membri, che facciamo notare non dipendono dalla metrica utilizzata.

DEFINITION 6.8. Il numero ), I; & detto caratteristica di Eulero-Poincaré ed ¢ in-
dicata con x (M), questa, oltre ad essere invariante per diffeomorfismi, non dipende

dalla metrica su M.

Un teorema la cui dimostrazione verrad omessa é il seguente; questo verra utilizza-
to nel seguito e fornisce comunque un dato dell’importanza della caratteristica di

Eulero-Poincaré.
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THEOREM 6.9. Data un superficie compatta connessa ed orientata, M; questa €

omeomorfa ad una superficie M’ se e solo se

DIMOSTRAZIONE. Omessa. O

6.1.2. Il Teorema di Morse. Un teorema collegato a quello di Gauss-Bonnet
é quello dovuto a M. Morse. Questo mette in stretta relazione la topologia di una
superficie M2, data dalla sua caratteristica di Eulero-Poincaré, con i punti critici
di una certa classe di funzioni. Denoteremo, da ora fino alla fine del capitolo, salvo

specificazioni, con M una varietd orientata, compatta e di dimensione 2.

DEFINITION 6.10. Sia f € (M), il punto p € M & detto critico se e solo se df, = 0.
Un punto critico & detto non degenere se e solo se esiste una parametrizzazione g
in un intorno di p = ¢(0,0), tale che Det(A) # 0, dove :

%(fog) Oa(fog)

(NPl = (0,0).
Oa1(fog) 05(foy)

LEMMA 6.11. La definizione di punto critico non degenere non dipende dalla parametriz-

zazione g utilizzata.

DIMOSTRAZIONE. Sia p un punto critico per f nella parametrizzazione g, e sia gg

un’altra parametrizzazione in un intorno di p, allora:

Hgﬁ = [d(goc © gﬂ)]Hga [d(ga © 951)]_1a
Dunque per il teorema di Binet se Det(H,,) = 0 allora Det(H,,) = 0. O
DEFINITION 6.12. Il gradiente di f € F(M) é quel campo di vettori V f : M —

TM, dato da:
<V f,v=p=dfplv],
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per ogni v € T,M e < -,- =, una metrica su M.

Da cui si ottiene il seguente:
LEMMA 6.13. Un punto p é critico per f € F(M™) se e solo se & un punto singolare

per V f.

DIMOSTRAZIONE. Il punto p é critico per f se e solo se, fissata una parametriz-

zazione in un intorno di p, per ogni i € {1,...,n} vale:
Oza’bf(p) == Vf7ei i)

e questo & vero se e solo se V f = 0. (]

Ora ci serva una classificazione dei punti critici non degeneri, diamola nella seguente:

DEFINITION 6.14. Sia p un punto critico non degenere di f € F(M), sia A la matrice
(03 (f o 9)(1’))1171'6{172} e g una parametrizzazione in un intorno di p. Consideriamo

I’espressione seguente:
d= h(xv y) - h(Ov 0) = |:(al2h) lo x2 + (812h)|0 ry + (3§h)|0 yQ] + 0((E2 + y2)7

dove h = f o g, e nel passaggio tra secondo e terzo membro si & utilizzato uno

sviluppo di Taylor. Allora se Det(A) > 0 diremo che:

e p é un punto di minimo se d > 0, in qualche intorno di p.

e p é un punto di massimo se d < 0, in qualche intorno di p.

invece se Det(A) < 0 ¢ detto punto di sella.

Ora possiamo enunciare il Teorema di Morse.



6.1. DEFINIZIONI E TEOREMI DELL’ULTIMO CAPITOLO. 195

THEOREM 6.15. (di Morse) Sia f : M — R una funzione differenziabile su una
superficie compatta ed orientata M, tale che ogni suo punto critico sia non degenere.
Denotiamo con M, m e s rispettivamente il numero dei punti di massimo,minimo

e di sella di f. Allora il numero M + m — s non dipende da f; Inoltre:

M+m—s=x(M).

DIMOSTRAZIONE. Si scelga una metrica Riemanniana su M. Per questa di-
mostrazione si sfrutteranno i risultati contenuti nei lemmi e nelle proposizioni citate
nel seguito. Poiché i punti critici di f sono non degeneri, allora le singolarita di
V f sono isolate e semplici. Dunque l'indice di V f é 1 se il punto é massimo o
un minimo e —1 se il punto é di sella. Per il teorema di Gauss Bonnet abbiamo

dunque che

QWZIi:M—Fm—S,

e questa somma non dipende dalla metrica considerata ed é proprio la cartteristica

di Eulero-Poincaré della varieta. O

Diamo ancora qualche definizione.

DEFINITION 6.16. Sia Xun campo di vettori differenziabile su M, sia p € M un
punto singolare per X ed infine sia g : U — M una parametrizzazione in un intorno

di p = ¢(0,0). Nella base {01, 02}, associata a g, possiamo scrivere X come:

(X Og)(l‘,y> = a(m,y)al + ﬂ(xay)827

con (z,y) € U. Dove «, 8 : U — R sono funzioni differenziabili, poiché p é singolare

allora «(0,0) = (0,0) = 0. Definiamo la matrice della parte lineare di X come:

oha o
A= 0 7 0,0

018 02f

Diremo che p é una singolarita semplice se e solo se Det(A,) # 0.
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LEMMA 6.17. Il fatto che una singolarita sia semplice non dipende dalla parametriz-

zazione g usata.

DIMOSTRAZIONE. Omessa. O

Possiamo chiederci come il fatto che p sia un punto critico non degenere si rifletta

su gradiente di f, la risposta & data dal seguente.

PROPOSITION 6.18. Sia p € M un punto critico per una funzione differenziabile
f: M =R, definita su una varietd Riemanniana M?. Allora p ¢ non degenere se

e solo se é una singolarita semplice per V f.

DIMOSTRAZIONE. Omessa. |

Inoltre si scopre che le singolaritd semplici sono isolate.

LEMMA 6.19. Sia p € M una singolarita semplice per una campo di vettori dif-

ferenziabile X. Allora p é una singolarita isolata.

DIMOSTRAZIONE. Omessa. O

COROLLARY 6.20. I punti critici non degeneri di una funzione f € F(M) sono

isolati.

DimMoSTRAZIONE. Discende direttamente dai lemmi precedenti. O

Per il lemma 6.19 ha senso parlare di un indice rispetto ad una singolarita semplice.

PROPOSITION 6.21. Sia p € M un punto singolare semplice per un campo di vettori
X. L’indice di X in p é sia 1, nel caso il determinante della parte lineare di X sia

positivo, sia —1, nel caso il determinante della parte lineare di X sia negativo.

DIMOSTRAZIONE. Omessa. O
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Con questi lemmi necessari alla dimostrazione del lemma di Morse si conclude la

parte teorica dell’ultimo capitolo, passiamo ora agli esercizi.

6.2. Esercizi sui teoremi di Morse e di Gauss-Bonnet.

EXERCISE. 6.1

Si calceoli la caratteristica di Eulero Poincaré dei seguenti:

(1) Un ellissoide.

(2) M= {(z,y,2) € B3| a? +y* + 20 =1}.

Svolgimento:

(1) Per quanto visto la caratteristica di Poincaré ¢ invariante per omeomor-
fismi, dunque la caratteristica di Poincaré dell’ellissoide £ ¢ la stessa della
sfera unitaria S?. Sappiamo inoltre che la curvatura di Gauss della sfera

unitaria ¢ K = 1, di conseguenza:

477:/ o= Ko =2mnx(M),
S2 52
da cui:
X(€) = x(5%) = 2.

(2) Definiamo anzitutto l’applicazione segno, data da:

1 y>0
sgn:R—=R: y— < y=0:

-1 y<0

questa € costante, dunque continua in R\{0}, I'unico punto di discon-

tinuita e 0; inoltre gode della proprieta sgn(y) = sgn(sgn(y)). Adesso
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consideriamo le applicazioni g e ¢:

0:R—=R:y— sgn(y)V]yl,

¢:R = R:yw— sgn(y)y®

Le due applicazioni appena definite sono sicuramente continue in R\{0},
in quanto prodotto di applicazioni continue, inoltre o(0) = ¢(0) = 0;
calcoliamo il limite destro e sinistro delle due:

lim o(x) = lim sgn(x)/|z| =1-0=0,
z—07+

z—0t

lim o(x) = liTél sgn(z)/|z] =-1-0=0,
x—0—

z—0~

li =1 2=1.0=0,
st = Jigson(z)e

lim ¢(x) = lim sgn(x)z® = —1-0=0.

z—0~ z—0~
Dunque sono entrambe continue, infine o(c(x)) = o(sgn(z)z?) = sgn(sgn(x))|z| =

sgn(x)|z| = x, in maniera simile ¢(o(y)) = <(sgn(y)/|yl) = sgn(sgn(y))ly| =
sgn(y)|y| = y, dunque sono un l'inversa dell’altra. Definiamo la seguente

funzione:
P8 = M:(2,y,2) = (z,0(y), V2),
questa € continua e biunivoca, la sua inversa ¢ data da:
M= 8% (x,y,2) = (z,5(y), 2°).

Resta da verificare che dato (x,y, 2) € S? allora ¢(z,y, 2) = (a, B,7) € M,

ma poiché (z,y, z) € S? abbiamo:
2yt 422 =1,
da cui:

o + 5 +9° = 2% + (sgn( VI + (V2)° = 2® + ¢ + 2% = 1.



6.2. ESERCIZI SUI TEOREMI DI MORSE E DI GAUSS-BONNET. 199

Dunque ¢ ¢ un omeomorfismo tra S? ed M, di conseguenza:
2 = x(5%) = x(M).
EXERCISE. 6.2

Si dimostri che non esiste una metrica Riemanniana sul toro T tale che K sia non

nulla e non cambi segno in T.

Svolgimento:

Supponiamo che tale metrica esista, allora K sard o positiva in tutto il toro o
negativa sullo stesso. Supponiamola positiva. Inoltre La caratteristica di Poincaré
del toro piatto, e dunque del toro, & 0, poiché la sua curvatura di Gauss é nulla

(vedi esercizio 5.1). Di conseguenza:
0</Kazx('ﬂ‘):0.
T
Assurdo.

EXERCISE. 6.3

Sia M una varietd compatta, orientabile, connessa e di dimensione 2. Supponiamo
di aver dimostrato che x(N) = x(M) implichi A” = M. SI mostri che le condizioni

seguenti sono equivalenti:

(1) Esiste un campo di vettori differenziabile X non nullo in tutti i punti di
M.
(2) x(M) =0

(3) M ¢ omeomorfa al toro.

Svolgimento:
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1. = 2. Poiché X ¢ non nullo allora non ha punti singolari, di conseguenza,

denotato con I l'indice di X rispetto all’iesimo punto singolare, si ha:

X(M) = ZIZX =0.

i€l

2. = 3. Poiché x(T) = 0 questo implica che x(T) = x(M) dunque M = T.

3. — 1. Per il teorema 3.21, abbiamo che M ¢ diffeomorfa al toro piatto;
denotiamo ¢ : T'— M il diffeomorfismo tra i due. Il toro piatto & parametrizzato
da:

T(0,¢) = (cosb, senb, cosp, senp), ¢,0 € R,

abbiamo che il campo di vettori X = 017" & non nullo sul toro piatto, poiché ¢ é un
diffeomorfismo allora di, € non degenere per ogni p del toro piatto, di conseguenza

dp[X]: M = TM :p— dip[X,] & non nullo in tutta M.
EXERCISE. 6.4

Sia M C R? una superficie regolare in R3. Supponiamo che M sia compatta,
orientata e non omeomorfa alla sfera. Si mostri che allora esistono dei punti in cui

K é negativa, positiva e nulla.

Svolgimento:

Poiché K é una funzione continua su un compatto, essa ammette massimo e minimo.
Se il massimo é positivo ed il minimo negativo abbiamo concluso, possiamo dunque
limitarci a supporre che entrambi siano positivi, ed operando in maniera simile si
tratta il caso in cui entrambi siano negativi. Qualora K sia positiva abbiamo che
fM Ko > 0, di conseguenza x(M) > 0. Poiché la superficie é regolare possiamo
trovare una parametrizzazione S : R? — M C R? tale che 0,5 e 0, siano sempre
linearmente indipendenti, dunque resta ben definito N = 015 x 325, questo é un

campo di vettori sulla superficie ed inoltre é non nullo a causa dell’indipendenza si
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015 e 0,5, di conseguenza:
N
x(M) = E IY =0.
i€l

Assurdo.
EXERCISE. 6.5 ( La sella di scimmia)
Sia f:R? — R data da f(x,y) = 23 — 3zy>. Sia p = (0,0) € R2. Si mostri che:

(1) p é un punto critico di isolato per f.
(2) p ¢ un punto critico degenere.

(3) L’indice di V f in p & uguale a -2.

Svolgimento:

(1) Calcoliamo 01 f,02 f ed imponiamoli uguali a 0, in questo modo si ottiene
il sistema:
312 —3y? =0 = 2% =1y?
—6xy =0 — z=0VvVy=0
da cui consegue che l'unico punto critico di f é p.

(2) Calcoliamo adesso le derivate seconde di f, otteniamo:

Onf Oraf 6z —6y

O f Oaaf —6y —6x
calcolando in p la matrice hessiana otteniamo la matrice nulla, il che vuol
dire che p é degenere.
(3) Consideriamo v = (cos(t), sen(t)), questa & una curva chiusa intorno a p,

I'indice di V f rispetto a p é dato da:

_ 27 2 2
1 / 0— i/ (dex xdy) _ i/ 5 [sen(t)]* — [cos(t)] gt = _22i _ .
2m J, 2 J, 2 +y? 27 J, 1 27




6.2. ESERCIZI SUI TEOREMI DI MORSE E DI GAUSS-BONNET. 202

EXERCISE. 6.6

Sia z : M? — R? I"immersione di una superficie in R3, e sia h, : M — R la funzione
di altezza, h,(p) =< x(p),v =, p € M, di z relativamente ad un vettore v € R?.
(h, misura l’altezza del punto x(p) relativamente al piano passante per l'origine e

perpendicolare a v.)

(1) Simostri che un punto p é critico se e solo se T,(M) L v.

(2) Si mostri che un punto critico ¢ non degenere per h, se e solo se la
curvatura di Gauss K (p) & non nulla.

(3) Per dimostrare questo punto assumiamo la seguente versione del teorema
di Sard. Sia f : M™ — N™ una funzione differenziabile e sia q € N/;
diremo che ¢ ¢ un valore regolare per f se per ogni p € f~!(q) si ha
df,, ¢ non singolare'. 1l teorema di Sard afferma che l'insieme dei valori
regolari di f ¢ aperto e denso in A/. ST usino il teorema di Sard e il punto
precedente per mostrare che esiste un insieme aperto e denso U C S? tale

che se v € U, tutti i punti critici di h,sono non degeneri.

Svolgimento:

(1) Scegliamo una parametrizzazione g : U C R? — M in un intorno di
9(0,0) = p. Si ha che p é singolare per h, se e solo se 91(h, 0g)(0,0) =0

e 0a(hy, 0 ¢)(0,0) = 0, di conseguenza:
0= 01(hy 0g)(0,0) =< d1(z ° g)j0,0), ¥ >

0= a2(hl/ Og)<070) == 62(1} og)\(0,0)al/ )

poiché ogni vettore di 7, M & combinazione lineare di di(z o g)|0,0) ©

02(z © g)(0,0), abbiamo che p ¢ singolare se e solo se T, M L v.

1Si noti che se ¢ ¢ f(M) allora ¢ sicuramente un valore regolare di f.
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(2) Consideriamo 0;;(h, o g), questo é dato da:
0ij(hog) ==<0;j(xog),v >,

ma questa non ¢ altro che ’elemento ij della matrice della seconda forma
fondamentale della superficie in p, dunque I’hessiano di h € nullo se e solo
se é nullo il deteminate della seconda forma fondamentale rispetto alla
parametrizzazione g, ovvero se € nulla la curvatura.

(3) Consideriamo I’applicazione di Gauss ez : U — S2, la matrice del dif-
ferenziale di questa é la matrice della seconda forma fondamentale, quindi
i punti dove essa & degenere sono gli stessi in cui h, ammette dei pun-
ti critici degeneri. Per il teorema di Sard abbiamo che l'insieme dove il

differenziale & non singolare ¢ denso e aperto, da cui segue la tesi.
EXERCISE. 6.7

L’ n toro, ovvero il toro con n buchi, & una superficie M compatta ed orientabile
diffeomorfa alla superficie in figura. Si consideri la funzione di altezza definita
nell’esercizio precedente e si scelga v tale che tutti i punti critici di h, non degeneri.
Si usi il teorema di Morse per mostrare che la caratteristica di Eulero del n toro é

2 —2n.

Svolgimento:
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La funzione h,,, per quanto visto nell’esercizio precedente, é degenere in p se e solo
se K(p) = 0, di conseguenza per evitare che h, abbia punti degeneri ¢ sufficiente
che il vettore v giaccia nel piano tangente alla superficie in quei punti, se I'n toro
é fatto come in figura, allora il piano perpendicolare a v, per far si che h, non sia
degenere, deve esser parallelo a m. Notiamo che i punti in cui h, é degenerare sono
quelli dove T, M ¢é parallelo a 7, e di quesi ve ne sono esattamente due per ogni
foro pitl uno in “cima” ed un nel “fondo” del toro. Ovvero piazzato un riferimento
cartesiano ortogonale di R? tale che e, ey giacciano in 7 e che es sia parallelo a v
e diretto come in figura, supponendo che wsia tangente al n toro, allora si ha che
la funzione di altezza ha un minimo nel punto di tangenza, un massimo nel punto
del toro piu lontano, quello con terza coordinata maggiore, e di conseguenza dei
punti di sella in tutti gli altri punti critici. Dunque si hanno 2n punti di sella, un

massimo ed un minimo di conseguenza:
XM)=14+1-2n=2-2n,
per il teorema di Morse.

EXERCISE. 6.8

Sia M una superficie regolare in R3, sia ¢ € R3\ M e sia f, : M — R la funzione
che dato p € M, ad esso associa f,(p) che ¢ la distanza di p da ¢ in R®. Si mostri
che:

(1) f, ¢ differenziabile.

(2) p € M ¢éun punto critico per f, se e solo se il segmento pg & perpendicolare
a M.

(3) Il punto critico p ¢ degenere se e solo se f,(p) = 1/k; , con i € {1,2}, e

k1, ko le curvature principali di M in p relative alla normale ;@

Svolgimento:



(1)

(2)

(3)
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fq(p) =<Xp—q¢p—q>=<p,p> —2<pq>+ <4¢gq >, equesta e
indubbiamente un’applicazione differenziabile.

Scelta una parametrizzazione p(u,v) in un intorno di pg = p(0,0), calcol-

iamo 91 fq(p(u,v))|0,0) € D2.fq(P(u,v))(0,0)-
01 fq(p(u,v))(0,0) = 2 < 01D, D — 4 =1(0,0)>

02 fq(p(u, U))|(0,0) =2=<02p,0 — 4 =1(0,0)>

questi sono entrambi nulli se e solo se p — g é ortogonale a J; e 05, ovvero
é ortogonale a M, e questo & vero se e solo se pg & ortogonale a M.

Sia N = A(p—q) e A™! = ||p — ¢|| calcoliamo le derivate seconde di f,.
Onfy=2=<0up,p—q =+ <0p,0ip>) =

=2(A<0up, N =+ < 01p,0ip =) =2(Xe + E),
O12fg =2(X O2p,p —q = + < Oip,0ap =) =
=2(A < 012p, N = + < O1p,Oop =) = 2(\f + F),
O22fq = 2(= Oa2p,p — q = + < Oop, Oop =) =
=2(\ < O92p, N = + < Oap, Oap == 2(Ag + G),

dove E,F e G indicano i coefficienti della prima forma fondamentale e
e, f e g quelli della seconda. Si ha dunque che il punto py & degenere se

vale in (0, 0):
A[(Xe+ E)(Ag+ G) — (\f + F)*) =0,
OVVero:

M(eg — f3) + MNeG + gE — 2fF) + (EG — F?) = 0,
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le soluzioni di questa sono tali che:

(EG-F% 11
M= 7 ) 2
2T g =) kiks
(eG+gE—-2fF) 1 1
A+ dg = - ==
A (eg — f?) k1+k27

206

dunque si ha che py ¢ degenere se e solo se f,(p) = ||p — q|| = 1/k;,

ie{1,2}.
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Laplaciano di una funzione, 31

Lunghezza d’arco, 45
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Mappa di Gauss, 158

Massimo, 194

Matrice definita, 149

Matrice diagonalizzabile, 159

Matrice semidefinita, 149

Metrica indotta da un’immersione, 157
Metrica Riemanniana, 150

Minimo, 194

Minore principale, 150

Non degenere, 193
Normale principale, 162

Numero di avvolgimento, 54

Omeomorfismo, 74

Omotopia, 50

Operatore I, 126

Operazioni sulle forme differenziali su una varieta, 83
Orientabilita, 88

Orientazione, 88

Orientazione opposta, 114

Parametrizzazione, 77, 119
Parentesi, 85

Parte lineare, 195

Partizione differenziabile dell’unita, 116
Piano iperbolico, 178

Potenziale locale di un campo, 39
Prima forma fondamentale, 161
Prima identita di Green, 136
Principio del massimo, 141
Prodotto esterno, 13

Prodotto esterno di 1-forme, 6
Prodotto scalare, 150

Prodotto simmetrico, 161

Punto critico, 193
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Punto di sella, 194
Punto singolare, 188

Punto singolare isolato, 188

Rappresentazione di una k forma, 82
Ricoprimento, 82

Ricoprimento localmente finito, 117
riferimento duale, 151

Riferimento mobile, 151, 165
Riferimento mobile adattato, 155

Rotore di un campo di vettori, 32

Seconda forma fondamentale, 161
Seconda identita di Green, 137
Semispazio di R™, 118
Singolarita semplice, 195

Somma di forme esterne, 13
Sottovarieta, 81

Spazio di Hausdorff, 73

Spazio numerabile, 74

Spazio tangente ad una varieta, 78
Spazio tangente in p a R™, 7
Spazio topologico, 73

Stella di Hodge, 18

Struttura differenziabile, 77, 119

Supporto di una forma differenziale, 113

Teorema del valore medio, 141
Teorema di Cauchy, 66
Topologia, 73

Topologia indotta, 73
Topologia quoziente, 74

Toro piatto, 176

Traccia di una curva, 45

Trasversale, 192
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Valore regolare, 202

Varieta differenziabile, 76

Varieta differenziabile con bordo, 119
Varieta prodotto, 126

Varietd Riemanniana, 150

Vettore tangente ad una varieta, 78

Volume in R"”, 27

Zero di una funzione, 54
Zero isolato, 54
Zero negativo, 54

Zero positivo, 54
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